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VORWORT. 


JJfT vorliegende Versuch fand seine Fintstehung in dem 
Wunsche, zur weiteren Verbreitung der Kenntniss der ellip- 
lisclien Functionen etwas luizutragen. Wir besitzen zwar 
seit zwei Jahnm in dem Huelie „Thrnrie des fonctious duiible- 
menl periodii/ties ef, en iiarliculicf , des fonctiuns cllip/itjiies pur 
ßriot et Bouquet. Baris, 185 !)“ eine vollstiindigc Darstellung 
der Theorie dieser Functionen; allein, wenngleich die dort 
ausgefiihrte, von der Theorie der Functionen einer coin- 
plcxen Veränderlichen ausgehende llehandlungsweise un- 
zweifelhaft die richtigste ist, da sie allein eine deutliche 
Vorstellung von der Natur der elliptischen Functionen, na- 
mentlich von dem Wesen der dojipelten l’eriodicität zu ge- 
währen vermag, so möchte sie doch für denjenigen, welcher 
zum ersten Male an die neuen Functionen herantritt, mit zu 
vielen Schwierigkeiten verknüpft und daher zum ersten Stu- 
dium weniger geeignet erscheinen. IDezn schien vielmehr 
der historische, von Abe! und Jacohi zinirst betretene Weg, 
auf welchem die elliptische Function durch die Umkehrung 
des elliptischen Integrals entsteht, und auf welchem mit den 
imaginären Grössen, ich möchte sagen, in A'w/cr’scher Weise 
operirt wird, ohne vor der Hand auf die nähere Bedeutung 
derselb n ciuzugehen, immer noch der passendste zu sein: 
zumal da die elliptischen Functionen auch mancherlei Anwen- 
dungen gestatten, in denen nur reelle Grössen auftreten. 
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VOBWOKT. 


VII 


taugen erst unter vollständiger Berücksichtigung eomplexer 
Variabein ganz in Ordnung gebracht werden können. Vom 
XIV’#. Abüclmittc ..an bin ich den „Fund.aiiionten‘*Y.yw«/'/'j> 
gefolgt, in <lci' jVbsicht, da» V^^rsliindnisi« <lcr»elben zu er- 
leichtern. »Da» l'i'obleni der .'»llgrineincn Tran»fonuation , »o- 
wie der Miiltiplication und Uivi.siou der clliptificbcii Func- 
tionen wurde ganz von der Hehandhiitg aHsgeschlossen, oiii- 
inal, weil dauRclbe zuni ersten Studium nicht unbedingt 
nothwendig erschien, dann aber, weil dieser Abschnitt ge- 
rade zweckmässiger behandelt werden kann , wenn man von 
der Theorie der Functionen einer complexen Veränderlichen 
ausgeht. Der Abschnitt XX enthält die Ausführung eines 
grösseren Beispiels für die Anwendung der elliptischen Func- 
tionen und bildet einen Theil einer im Jahre 1849 vollen- 
deten, aber ungedrackt gebliebenen Arbeit über das sphä- 
rische Pendel. Die Mittheilung desselben erschien auch des- 
wegen zweckmässig, weil darin einiges enthalten ist, was 
in der weiter gehenden Abhandlung von Dumas „Ueber die 
Bewegung des Raumpendcls mit RUckjsicht auf die Rotation 
der Erde“ (Crelle's Joum. Bd. 50.) vorausgesetzt wird. 

Der letzte Abschnitt hat zum Zwecke, die im Eingänge 
erwähnte Schwierigkeit zu heben, indem versucht wurde, 
die Elemente der Theorie der Functionen einer complexen 
Variabein wenigstens insoweit darzustcllen, als zum Nach- 
weise der Vieldeutigkeit bestimmter Integrale erforderlich 
war. Damit -wurde zugleich die Absicht verbunden, den 
Leser auf den Standpunkt hinzufuhren, au» welchem die 
Theorie der elliptischen Functionen in der erwähnten Schrift 
von Briol und Bouquet behandelt worden ist, und aus wel- 
chem in Zukunft, wenn alle Schwierigkeiten geebnet, alle 
Dunkelheiten aufgehellt sein werden, die Theorie der Func- 
tionen überhaupt allem Vermuthen nach schon in den , 
Elementen behandelt worden wird. 

Ich habe mich bemüht, die Quellen so vollständig, als 
es mir möglich war, anzugeben. Dies war im letzten Ab- 
schnitte mit einigen Schwierigkoiten verknüpft, und ob- 
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VIII 


VOttWOBT. 


gleich ich viele Mfihc darauf verwandt habe, zweifle ich 
bei der p^seen Anzahl der zerstreuten Abhandlungen Cau- 
ckff’s, bei den vielfältigen darin verkommenden Wiederho- 
lungen und der Mangelhaftigkeit der in ihnen enthaltenen 
Nach Weisungen, ob es mir gelungen sein wird. Überall die 
ersten und maassgebenden Arbeiten aufzulinden. In dieser 
Beziehung, wie überhaupt, sei dieser Versuch der Nach- 
sicht der Kenner empfohlen. 

Zürich, im September 1861. 

H. Durege. 
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Erster Abschnitt. 

Begrilf der elliptischen Functionen. 


§ 1 . 

Die elliptischen Functionen sind eine Gattung von 
Functionen, welche sich den Evponential - und trigonoinetrischeii 
Funcliouen aufs innigste ansrhliessen, und zwar so, dass die letz- 
teren beiden Gattungen als specieile Fälle in jenen enthalten sind. 

Die trigonometrischen und Exponeutiairuiictionen besitzen in 
vieler Beziehung Vorzüge vor ihren llnikehruugen, den cyclonie- 
trisrhen Functionen und Logaritlimen. Es ist bekannt, iiiil wel- 
cher Geschmeidigkeit sich die Sinus, Cosinus, Tangenten u. s. w. 
in die mannigraltigsten Beziehungen zu einander bringen lassen, 
lind wie dadurch diese Functionen besonders geschickt sind, ana- 
lytischen Ausdrücken eine zur numerischen Berechnung bequeme 
Gestalt zu geben. Die Exponentiairunctionen erfreuen sich einer 
eben solchen Geschmeidigkeit, da sic ja in der That nichts an- 
deres, als trigonometrische Functionen von imaginären Variabcln 
sind; doch ist es dann nicht sowohl die einfache Exponential- 
function e*, als vielmehr solche (ximbinationen wie 

gjr c — X gX — , g—x gX — g — X 

~i ' ’ ~ 2 ’ C-» -j- ’ 

weiche den trigoiiometrischeu Functionen au die Seite zu stellen 
sind. 

Ausser dit'sen allgemeinen Vorzügen besitzen die genannten 
Functionen noch einige besondere Eigenschaften, durch die sie 
sich vor ihren L'mkehriingeii auszeicliuen: 

1 Die unendlichen Keiheii, in welche sie sich entwickeln 
las.sen, courergireu für jeden heliehigen Werth der Variabein. 

Oitrt'g«. ellipt. Funclionco. } 
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Al>sclm. I. Dc^rill' ilrr <'lli|ilisdii'ii Kiinclioiieii. % I. 


Es gilt ilifs frcilirli bei ileii Irigonomelriselieii iMmetioiien nur 
vom Sinus iiinl ('osinns, jeilorli liut man diese »old als die Haiipt- 
re|iräsenlanleii der Irigoiioinelrisriien l-'nnriionen an/nselien. Ja, 
da Sinns und ('.osinns l'nr iinaginäre Arginnenle in E\|ionential- 
rnnetionen nbergelien uiiil iiingekidirt, so ronvergiren diese Keilien 
nicht hios für alle reellen, sondern auch für alle imaginären 
Werllie der Variahein. 

2 Sie lassen sieh in Farloreid'olgeii enl»i(keln, so»ohl von 
einer endli<'hen als auch unendlichen ,\n/ahl von Facloren. 

3) Die Fniidion der Snnnne /»cier Variahelii lässt sich durch 
die Fnnclionen der eiiuelnen \'ariaheln aid' einfach'e Weise alge- 
hraisrh ausdrncken. .So ist z. It. 

sin (x + y t sin x ros y -J- ros x sin y 

g{x->ry) ^ pVgy 


4) Sie .sind |ieriodisrhe Fiinctioiien ; und zwar ist der 
Index der Periode, d. h. die (irüsse, um »eiche inan das ,4r- 
gmneiit der Fnnclion verniehren odei verniindern kann, (dine dass 
der Werth der Function sich verändert, hei den trigonometrischen 
Functionen reell, uändich . hi-i den E\|ionentiall'nnctiunen da- 
gegen imaginär, nämlich 23ri* . 

5) Flic [)in'erenliah|iiolienleii iler Irjgoiiometrischen und Ex- 
ponentiairunclioucn sind »ieder Funclioncii derselben .\rt, z. Ft. 

</ »in ,r de-' 




F)ie FiifTercnliahpiotieuteii der F.ogarithnien und eyclomelrischen 
Fnnclionen sind algebraische Fimrlionen. z. F(. 

tl liig T 1 fl arc 8in .r I 

'/.r .7:' da: f F— 

Flarans folgt, dass die Logarithmen und cyclomet rischen Functio- 
nen sich als Integrale a I gehr a i sc he r Functionen darsicllen 
lassen, z. H. 



log J-; 


X 



— ioj; (X + p } -f i 


*) \\ cnn keiiiQ hciioiidere Bcdetitoi)^ migpjTclion wird, «o soll stets, 
wie üblicli, unter n die Ltulolpliischu ^ahl, unter e die Bnsis der natür- 
liclien Logarithmen und unter i die }' — 1 verstanden werden. 
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Absclin. I. Itr^rifT iler elli|ilis('lieii Functionen. ^ 1. 





(I 


wolioi die iiiitei'eii (iren/.eii jedesiind .so gewrddl worden sind, 

das.s die willkürlielie (ionstanle versrhwiiidel. 

» 

Wir wollen y.iinäelisl diese letzte sehr wirlilige Kigensehaft 
einer näheren Bi'traehlnng nnlerwerfeii. Sieht man iti den vor- 
stehenden Integralen die obere Grenze als veränderlich an. so 
kann man sagen, dass die Logarithmen und eyciometrischen 
Functionen algehraische Integrale sind, diese Integrale als Fnuc- 
tionen ihrer (dieren Grenze Indrachtet. Nun sind die trigonome- 
trischen und Kxponentiairnnrtionen die [Imkehi'ungen jener: wäh- 
rend also die letzteren sich als Integrale darstellen lassen, hilden 
die ersteren die veränderlichen oheren Grenzen dieser Integrale; 
oder mit anderen Worten: Betrachtet man in gewissen algehrai- 
.schen Integralen das Integral als Function der oheren Grenze, 
so ist diese Function ein Logarithimis oder eine cyclometris<’he 
Function: hetrachtet man aber umgekehrt hei denselben Integra- 
len <lic obere Grenze als Function <les Integrals, so ist eine solche 
Function eine Exponential - oder eine trigonometrische Function. 
Setzen wir in den obigen Beisjdelen nach der Reihe 



0 . 0 


und hetrachten jedesmal u als Function von x, so ist nach der 
Keihe 

1) « = log X, 2) « = log [x + ]/ 1 -f .r’j 
t -I- r 

.3) 1 / = 4 log 4) II = arc sin ,r. 5) u = arc tg x. 

Betrachtet man aber nmgekehrt jedesmal x als Function von 
«, so ergieht sich leicht nach der Reihe 

1 * 
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0" — *— « 


1 ) .r — c", 2 ) a: = — j-~. 3 ) a: = 

4 X - sin II, 5) X = «. 


Diese Detraoliliiiigs«eise ist wesenllioli keine amlere, als die- 
jenige, welche z. B. hei der Kinrüliriing der Logarillnneii in der 
eleincnlaren Mathenialik geinaohl wird.*i 


§ 2 . 

Die znlet/l angeslellle Betraehtnng wandte .Vhel auf ein zii- 
samniengcselzteres algehraisclies Integral an, näiidirli auf das 
folgende : 


,/ y(i - x»j (1 - ***«) 

u 

in welchem A* eine posilive llüiislaiite, die kleiner als 1 ist, he- 
deutel.**) Iler wesentliche l'iiterschied dieses Integrals von den 
ini vorigen § helrarhleten ist der, dass es ein irrationales Inte- 
gral, und 4lie (hosse uider 4lein Wurzelzeichen vom 4^^» (Iraile ist. 


*) Dabei entsteht allunUngB emu Schwierigkeit, die hier nicht uner- 
wähnt bleiben mag. Da nämlich die oben erwähnten Functionen von u 
periodische Functionen sind, sodass einem und demselbcu Werthe von jc 
mehrere verschiedene Werthe von u aiigebören, «o müssen die obigen In- 
tegrale, welche Functionen von x sind, vieldeutige Functionen sein. Nach 
der gewühnlichen DcHnition eines bestimmten Integrals aber sieht man 
nicht ein. wie ein solches vieldeutig sein künnc. Ueber die Hebung dieser 
Schwierigkeit nnd den Nachweis, dass bcst4miuto Integrale in der That 
vieldeutig sein köuncu, verweisen wir aut* den im .\nhHiige behniulclteii 
Abschnitt XXI. 

**) Abfel ging in seiner ersten Abhandlung über die elliptischen 
Functionen ,,Kccherches sur les fonctions elliptiques“ CrcHe’s Journ. 
Bd. 2 und Oeuvres compUtes de N. H. Abel Tome I. No. XII. allerdings 
von einer etwas anderen Fonn aus, namlieh von dem Integral 
.r 

y * d.r 

" -I- p»?») 

k* 

Die iui Text angegebene Fonn wurde von Legendre als Noriiialform des 
elliptischen Integrals erster Gattung aufgcHtellt. Jacobi ging wieder auf 
dieselbe zurück, und sic wurde später auch von Ab(?l als Ausgangspunct 
adoptirt. 
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während jene Integrale entweder rational sind, oder unter dem 
Wurzelzeirhen eine Function des zweiten l'irades hahen. 

Dieses Inlegrai liatle ilie >lalheinalik(T vor Ahel srlion viel- 
laeh hesrhärtigl. (Ileieh nach der Kriindnng diT DifTerential- und 
Integralrerhnnng durch Leihnil/ und Newton entstand die 
Aufgabe, die Integrale der verschiedenen Functionen, namentlich 
der algebraischen Functionen , so viel als möglich auf schon be- 
kannte Functionen znrnckznfnhren. Dies gelang auch mit aHen 
rationalen algebraischen Functionen und mit denjenigen irratio- 
nalen Functionen, welche nur eine Unadratwnrzel aus einem Aus- 
druck des zweiten Cirades enthalten. Die Itedurtion dieser Inte- 
grale wurde theils von Leibnilz selbst, theils von Jacob und 
Johann Iternoulli ausgeführt und durch Fauler zu einem ga- 
wissen .Abschlüsse gebracht. Allein bei denjenigen Integralen, 
die die Quadratwurzel aus einem Ausdruck enthalten, der den 
zweiten tirad übersteigt, gelang die lledurtion auf sebon bekannte 
Functionen niebt. Anfangs glaubte man zwar dies der IJnvoll- 
kommenheit der .Methorlen znschreiben zu mn.ssen, bald aber er- 
kannte man, <lass man cs in der That mit ganz neuen Functionen 
zu thun babe. Mit denjenigen unter diesen Integralen, deren 
Radical den 4ten lirad nicht übersteigt, beschäftigte sich nun zu- 
nächst Euler, dann aber vorzüglich Lcgendrc, der diesen 
Integralen den Namen elliptische Functionen gab, weil die llecti- 
fleation der Ellipse auf ein Integral dieser .Art führt. Jetzt 
nennt man nach Jacobi diese Integrale elliptische Integrale 
zum Unterschiede von den eigentlichen elliptischen Functio- 
nen, von denen sogleich die Rede sein soll. Legend re legte 
seine Unlei'snchungen in den zwei grossen AVerken „E.rercices 
du calcul integral" und „Trailä des fonctions eltipliques" nieder 
und zeigte darin unter anderem, dass sich alle elliptischen Inte- 
grale auf drei verschiedene Formen zurückführen lassen, welchen 
er die Namen, Elliptisches Integral d er ersten, zweiten 
und dritten Gattung gab. 

Das oben erwähnte Integral . 


( 1 ) . • • 


_ p dx 

" “ -««) (1 - 




ist nun das elliptische Integral der ersten Gattung, und zwar 
nennt man diese Form desselben die Normalform. Von dem- 
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selben ist sogleich ersichllich, dass es sich für die heiden spe- 
ciellen Werl he o und 1 der (iimstanlen k auf einen Arcus Sinus 
und einen Logarilliinus reducirt; denn inan hat 

für k — 0 , u = ( — arc sin x 
0 


für 




<1 

Die elliptisclien Integrale sind also Kunclionen der Art, dass 
sie die cyclometrischen Functionen und Logaritinnen als specielle 
Fälle unifasseii; sie sind daher den zuletzt genannten Functionen 
anzureihen. 

Nun erkannte aber .Abel, dass nicht sowohl die Integrale, 
welche die cyclometrischen Functionen und Logarithmen darstel- 
len , sondern vielmehr ihre l'mkehrnngen, nämlich die trigono- 
metrischen und £xponentia|fnncliunen, für die gesammte .Ana- 
lysis *die bei weitem wichtigeren Functionen sind, und schloss 
daraus, dass die Fmkehrung des elliptischen Integrals eine Gat- 
tung von Functioni-u liefern würde, wichtiger als die elliptisi hen 
Integrale selbst. In der Tlial mussten diese umgekehrten Func- 
tionen mm die trigonometrischen und Kxponentialfunclionen als 
specielle Fälle umfassen und daher von noch grösserer Bedeutung 
sein als diese. 

Diese umgekehrten Functionen, tiie also entstehen, wenn 
man in dem elliptischen Integral (I die obere Grenze x als F’unr- 
lion des Integrals ti betrachtet, sind es mm, tiie man ellipti- 
sche Functionen nennt. 


§ 3 . 

Legendre hatte schon gezeigt, und wir kommen darauf 
ausführiicli zurück, dass man immer bewirken kann, dass die 
obere Grenze dtts Integrals (1) das Intervall der Werthe zwischen 
— 1 und -f- 1 nicht überschreitet. Unter dieser A’oraussetzuug 
kann man dir A’ariabic x einem Sinus gleich setzen und erhält 
dann, wenn man 

,r — sin q: 

setzt. 
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•r 

/' (Ar /’ dtp 

“ ~JVO - .r*) (1 — 9’ 

U Ü 

Hierin lulle I.egenilre den Kogen qr>. nrmilieli die idiere (ireiiAe 
des Integiuls, die Aniplitnde, und dir lionsliinle k den Modul 
des Inlegrals genannt, und um das Inlegral kurz zu hezeielinen, 
halte er das Zeichen A’ gewrddt und gesetzt: 


- i 

f'i' - i' Sill* 9 


— (<r. k) 


F W). 


wo die letztere kürzere liezeichnnng ange« endet wird, wenn der 
Mnihd k nic'hl zweirelhan ist. 

Itie llnikehrnng der elli|iti.srhen Integrale oder die Kinrüh- 
rung der eigentlichen elli|disrhen Functionen hesteht iinn darin, 
dass man x oder (p als Function von u ansiehl. Fni diese 
Fnnclionen zn hezeielinen, hehiidt Jacohi iFnndamenta nova 
l/iMrüie functitmum riliplirariim <§ 17 ) das von l,egendre gewi'dilte 
Wort .Amplitude hei und setzte 
(f -- nm u 

gesprochen : 9p g I e i c h A m p I i l n d o u. Khenso w ie das Integral 
H, als Function von tp angesehen, noch von dem Modul k abhän- 
gig ist, ebenso ist auch <p. als Function von tt betrachtet, von k 
abhängig. Wenn es noihwendig ist, den Werth des .Moduls an- 
zudeiilen, schreibt man entweder 


(p c=r nm II, k 

oder fugt den Modul in klaniinern hinzu, in fidgender Art: 
(p — am H finod. k . 

Itelrachlel man nun in dem algebraischen Integral 


/ * (ijc 

(I 

X als Function von u. so ist. weil x — sin tp gesetzt war, 

,r = sin am u 

i.r gleich Sinus Amplitndo m', und die trigoiioinelrischen 
Functionen von am 11 sinil es nun, die man elliptische Functio- 
nen von u nennt. Die. Variable 11 nennt Jacohi das .Argument 
der elU|)ti.schen Function. 
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Für den .Nenner j/l — sin^ des Integrals f cp) hatte 
Legend re ein besonderes Zeiehen eingefnlirt, nämlich gesetzt; 

yi — Ä- sin'' cp - - ^ (cp. k) ri- ^cp. 

Diese Function, die in der Ttieorie der elliptischen Functionen 
immer wieder vorkommt, ist gleichsam als eine neue trigonome- 
trische Function zu betrachten, die dem Cosinus verwandt, aller- 
dings aber auch noch vom Modul k abhängig ist. Führt man 
aber statt cp das .Argument u ein , so w erden sin am u , und cos 
am u ebenfalls von k abhängig. Es sind daher 
sin am u, cos am v, ^ am u 

die drei hauptsächlichsten einfachen elliptischen F'unctionen, aus 
denen sich die vier übrigen « 

tg am u, cotg am u, sec am u, cosec am u 
durch blosse Division ergeben.*) 

Neben dem .Modul k bat Legendre noch einen andern 
eiugeführt, den Jarohi stets mit k' bezeichnet, und der mit k 
in der Reziehnng 

A" -I- A'» = 1 

steht. Da diese beiden sich zu einander verhalten, wie Sinus und 
Cosinus, so nennt man nach Legendre jeden das Complement 
des andern, oder auch den einen den Modul, den andern den 
c o ni p I e m e II t ä r e ti .Modul. 

Die Function ^ wird für reelle AVerthe von cp stets posi- 
tiv genommen. Vergleicht man sie mit dem Cosinus, so erhellt 
zunächst, da 

cos cp y\ — sin" cp, ^cp — sin" cp 

ist, dass für cp = o beide gleich ] werden. Wächst dann cp, .so 
bleibt, weil A" ein echter Bruch ist, 

,iicp > cos cp. 

F’ür ^ ^ wird cos ^ — o, dagegen ^ = f/i — A" = A'. 


*) gtatt der Bezeicliuungen sin am u, cos am u, zf am u hat Under- 
m an n in seiner,, Theorie der Modularfnnctionen“ (Crellc’s Joum. Bd. 18.) 
§ fi die kürzeren 

ffnu, rrwy dun 

vorgeschlftgoiif welche man ebenfalls angewendet findet. 
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Dies ist als« der kleinste Werth, den aniielinien kann, denn 
wächst nun <p über ^ hinaus, so wird wieder positiv und 
grösser als k'. Hieraus folgt, dass die Function ^ für reelle 
Werthe von <p niemals verschwindet. Während also der Cosinus 
durch die, (iurve ABCDE Fig. I) geo- 
inelriseh dargestelll wird, gieht die Ciirve Fig. 1. 


Bff = DD' = k' gemacht wird. 

Benierkenswerth sind noch die sich 
von selbst ergebenden Relationen 


-- X- - 

1 K L 


j» /D 


^(p -f- A-^sin’-'gj 1 , ^<p — A* = k”‘, 

welche gewisserinassen der Relation 

ro^q> + sin’y = 1 

analog sind. 


§ 4 . 

Es wurde schon § 2 erwähnt, dass die elliptischen Functio- 
nen für die Werthe o und 1 des .Modids k in trigonometrische 
oder Exponentialfunctionen übergehen. Dies ist nun leicht ein- 
zusehen. Denn für k o hat man 


« = J dep — (p-, also ip — am [u, o] = u, mithin 

, sin am (ii, o) ^ sin u 

Für k — 1 aber ist 

Jt 

" ~ ‘*'**'” ~ 

W'ir fanden § 1. für diesen Fall 


also ist 


e« — e— “ 
c“ — e- 


sin am («, 1) = - — ; 


Das Integral und seine Amplitude verschwinden für jeden 
Werth von k gleichzeitig; daher ist 
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am (o, k'j = 0 

sdii am {o, k) — o, Ciis am {o, = J , ztam <o, k) = 1 . 

Niininl ferner die Ainplitude deiiselheii Werth mit entpegeiige- 
;:elzleiii Zeirhrii an, su tinit dies mieli das Integral, also ist 
am ( — u) = — am u. 


Die Fnnetinn am u ist daher eine ungerade Function, und es ist 
sin am (— I/) = — sin am u, cos am ( — w = cos am u 
am ( — »1 = z/ am u. 

Aus den Betrachtungen des § 1 geht hervor, dass die l)if- 
ferentialrfTiolientrn der elliptischen Functionen vtieder elliptische 
Functionen sein vvi-rdeu, Uii’se shiil jetzt leicht zu ermitteln. 
Zunächst folgt aus 



^ = also 


fi am H ^ 

— 7 — = -'J tt. 
du 


Ities zeigt, dass amu für reelle Werthe von u eine stets «ach 
sende Function ist. Ferner hat man 


d sin fp 
d(f 


= rc»s (p, 

dJ(p ^ 
dtp 


d cos cp 

=^sm9P, 

sin qp cos <p 
Jrp 


isl 


12 ) . . . 


d sin ti7H u . 

= ros am u n am u 

. du 

d cos ntN H . 

7 = — sin am u ^ am u 

du 


d d atfi u 
du 


— — sin am u cos am u. 


§ 5. 

Fm die .Anwendbarkeit der elliplischen Funetionen aij einem 
Bei.spiele darzuthun, wollen wir die Keuegung des ehe?ien Pen- 
dels untersuchen und zeigen, dass die Fnnetinn Sinns .Amplitudo 
diejenige F'unction ist, mittelst welcher die Ablenkung eines hin- 
und herschwingendeu Pendels durch die Zeit ausgedrückt wird. 
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Wir betraeliteii liier nur das matheinalisrhe Hendel, d. Ii. 
wir iiiilersiielien die Kewegiing eines materiellen Hunetes, auf den 
die Schwere wirkt, und der gezwungen ist, sieh in einem Kreise 
zu hewegeii. * 

Bezeichnet g die Acceleratioii der Schwere, l die Länge des 
Hendels, V' Winkel, den dasselbe mit der Verlicallinie bildet, 
und i die Zeit, so ist bekanntlich die DiHereiilialgleiehung für die 
Bewegung des Hendels folgenile: 

^3) ? = - f-M-. 

wobei die Masse des materiellen Hundes gleich Eins angenommen 
ist. und diejenige Kraft als posilir angesehen wird, die den Win- 
kel ^ zu vergrüssern strebt. .M.an kann bekanntlich ohne Hülle 
der ellipti.schen Functionen hieraus die Relation zwischen ijj und 
/, welche die Bewegung des Hendels darstellt, nur dann ermitteln, 
wenn man die Ablenkung rt) so klein annimmt, dass man den 
Sinus mit dem Bogen verbiu.schen kann. Wir iiehmeii dies mm 
nicht an, sondern setzen fiber die Grösse von niebts voraus. 
■Man kann die Gleichung (3 einmal integrireii , wenn man 

sie mit 2^ multijilii'irt; dann erhält man durch Integration 


^ 

wo C eine willkürliche Gonslante bedeutet. Lin die mechanisebe 
Bedeutung derselben einzusehen, bemerke man, da.ss derjenige 

Werth 'von für welchen verschwindet, ein Maviinuiu- oder 

ät 

.Minimmnwerth des W inkels xt> ist. Bezeichnet man iliesen Werth 
mit u, so hat man die Gleichung , 

o = ros « -f C, 

aus welcher 

C = — -f cos a, cos « = — 6' 

l 2g 

folgt. 

Da aber a nur durch den Gosinus gegeben ist, .so katni man 
diesen Winkel ebenso wohl negativ als positiv annehmen. Ra 
alsdann die Gleichung (3) zeigt, dass der Werth des zweiten 
DiHerenliabiuolienten für ein positives a negativ und für ein ne- 
gatives a positiv wird, so sieht man ein, dass -p « der grösste 
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und — tt der kleinste Werth des Winkels it> ist. Hieraus folgt, 

dass das l’endel zwischen den beiden Wertheu -f- a und — a des 

Winkels hin- und herschwingt. .Vllein hiebei ist stillschwei- 
gend vorausgesetzt , dass die willkürliche Constante C einen sol- 
chen Werth besitze, dass cos a nicht kleiner als — 1 und nicht 

grösser als -|- 1 ausfalle. Ks ist nun klar, dass diese Bedingung 
nicht immer erfüllt sein wird. W(“im sie es alter nicht ist, ilaiin 
gehört ilem Cosinus kein reeller Winkel a mehr an," es existirt 
dann kein Maximum - oder Miniuiumwerüi des Winkels V. und 
derselbe wird, anstatt abwechselnd zu- und ahznnehnien, entwe- 
der beständig zu- oder beständig ahnehmen. Statt eines hin- und 
herschwingenden Pendels haben wir alsdann ein solches, das tim 
die ganäe Peripherie herumschwingt. 

Um mm noch näher zu untersuchen , wann dies einiritt, 
wollen wir die Constante C durch die .Vnfangswerthe ausdrücken, 
(I. h. durch diejenigen Werthe der A’ariabeln- tl.’ und ihres Ililfe- 

rentialquotienten ~ (der Winkelgeschwindigkeit), welche' irgend 

einem bestimmten W'erthe von t angchören. Zu diesem Zwecke 
nehmen wir an, dass die Zeit von dem .Augenblicke an gezählt 
werdt!, in welchem das Pendel durch die Veiiirallinie gehl, und 
dass iu diesem Augenblicke die Winkelgeschwindigkeit den Werth 
V besitze; dann sind 

= 0 und = V 

dt 

die .Viirangswertbe , welche dem Werthe t — o zugehören.. Setzt 
man diese in die Cleichnng (4), so erhält man 

also 

C — ifl — und ros « = 1 — ^ • 

I ig 

Hieraus erhellt, da g, l, r’ positive Grössen sind, dass cos « zwar 
niemals grösser als 1 ist, wohl aber kleiner als — 1 werden 
kann, nämlich dann, wenn 

/tl* > 

ist. Nun ist /r’ der Ausdruck für die Centrifngalkrafl in dem 
.Augenblicke, wann das Pendel durch die Vertirallinie hindnreh- 
geht. Ha ausserdem cos a positiv oder negativ ist, je nachdem 
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< Oller > 2^, so erhält man für die Art, wie ein ebenes 
Pendel schwingt, folgendes Kesullal: 

Wenn die ('.enlrifugalkraft eines ehenen Pendels in dem 
\ngenhlicke,, da dieses durch die Verücale hindurrhgebt, kleiner 
als die doppelte Schwere ist, so schwingt das Pendel in dem 
unteren Halbkreise hin und her. Ist die tienlrifugalkraft grösser 
als die dop|>elte Schwere, so steigt das Pendel in den oberen 
Halbkreis und schwingt noch hin und her, wenn die (Zentrifugal- 
kraft zugleich kleinei' als die vierfache Schwere ist; ist sie aber 
grösser als die vierfache. Schwere, so läuft das Pendel um die 
ganze Peripherie herum. 


§ e. 


Wir werden uns nun zniiächst nur mit dem hin- und her- 
schwingonden Pendel beschäftigen , inilein wir das ganz herum- 
schwingende einer späteren Ketrachtung Vorbehalten. *) 

Ersetzt man in der (ileichnng (4) die Constanle C ihirch den 
Winkel a, so erhält man 

*2/7 , , 

^ — (POS ^ - cos «) 


woraus 


d( 






fi^ 

cod — CÜ8 a 


und, wenn man wie oben annimmt, dass und / gleichzeitig ver- 
schwinden. 


(5) . . 



cos a 


folgt. Dieses Integral ist nun ein elliptisches, denn setzt man 
cos Tg = X, wodurch 

il\t> dx 

y CO» lg ~ C08 a 1^(1 — X*) (x — CO» «) 

wird, so sieht man, dass die (Irösse unter dem Wurzelzeichen 
vom dritten Grade ist. Um nun die.ses elliptische Integral auf 
die Normalform zu bringen, hat man nur iiothig. .statt der Varia- 
hein (1’ eine andere Variable (p mitlelsl der Substitution 


“) Stelle g l'i. 
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sin 4 «/» == sin ^ a sin <p 

finznfnliron. l*enn d.idiirrli erliäU man 


. 2 sin 1 tt cos qp rfq) 

cos l tl> = yi — sin- i « siii-qp; dig = .7, i 

-2 y- r * z y — sin’^Ksm'qp 


iidtlun: 


J-'cos iC — cq^n = f '2 sin 4 « w>s (p 




K2rf<p 


Tcos 1 p — cos a V I — i “ "m* qp 


Hiediinli ist die Norinalfnrm lu'i'gcstcdll, mul der ModnI iles 
Integrals ist sin ^ «. Set/.l man also 
sin ‘ja — k, 

so erhält man. da die Winkid tp und <p wegen (G) gleieli/.eitig 
versehwinden, ans (,'j) 


•r 


(7) .... jpj-j 

0 

Pa mm Inenaeli 
t j/ ^ ergelien hat , so 


^ = t i/^. 

f i 

der Wertli iles Integrals 
ist !p die Aniiilitude dieses 


sieh gleieh 
.•Vnsdrnekes. 


xVlso ist 


(p = am t 


sidistilnirt man dies in ,Gl. so folgt 

■g) sin ^ ip = k sin am I y j- 

w'odmeh tp als Function der Zeit ansgedrüekt ist. Ks folgt dar 
ans noeh ^ 

eos 4 !(' = j / 1 — Ar- sin’ fl/« 1^ f ^ fl'« t ^ ” 
also • 

(9) .... sin tp — 1k sin am ij ^ ^ 

ros li) == 1 — 2 A’ sin’ am I 



lind die VVinkelgesehwindigkeit wegen der Korineln l2) 
2 A /feosfl,«t//f- 
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Wir «enlrn iin ^'lTlall^ iiiisriTr rtitci'siu'liuiigrn seluMi, dass 
dir rlliptisrlirii Kiiiirlioiirii sirli in sriir stark ronvrrgirrndr Itrilirii 
nilwirkrln lassrii. Mittrist drrsriltrii kann inan sir alsdann Tür 
jrdrn grgrlirnru Wrrlli »K's Moduls und des Argnnirnts borrrli- 
iirn. Kann nfan abrr dir Wrrtbr von Sinns Ani|ililudo u. s. \v. 
ans den grgrbrnrn Daten lindrii, so irnrlitrt ein, dass die strrngr 
Anrlösnng drr l’rndrianfgabc gerade so einrarli ist, wie dir gr- 
näbrrtr Anllösnng, bei wrlrlirr dir Abirnknng diirrli den Sinns 
ansgrdrfirkt wird. Kinrii Vorzug fiir dir iniinrri.sriir Krihnnng 
babrn allerdings die trigonoinetrisrbrn Fnnriionrn, näinlirli den, 
dass sie in an.sserdrdrnllirb bei[nenic Tafeln grbrarlit sind, aus 
denen man ihre Wertbe mit grosser Leielitigkrit rntnebmen kann. 
Tafeln von so bei|nrmer Kinrirbtnng las.sen sieb nun wobl für 
die rllijitisrbru Fnnriionrn kaum aufslrllen, weil dio letzteren 
von zwei tirössen abbiingig sind, dem Argument und dem Modul; 
dagegen sind die Ileilien für die elliplisrlien Functionen, beson- 
ders, wenn man dii’ sogenannli* Function zn Hiilfe nimmt 
(worüber das .Nähere in ^ 65), so anssrrordentiicb roiivergeni, 
dass dieselben in vielen Fällen einfachen gesrhlos-senen Ausdrücken 
gleich gesetzt werden können. 

Ein be.sonderer Vorzug, den die ellipliscben Fnnriionen ge- 
genüber den elliptischen Inlegi'aleii besitzen, darf hier nicht un- 
erwähnt hieihen. Gewölmlich ergiehl .sich bei mechanlsrheii .Auf- 
gaben schliesslich die Zeit ausgedrürkt durch ein Integral , das 
die tioordinalen , von welchen der Ort des hewrglirhrn Puncles 
abhängl, enthält. Dies ist aber nicht eigentlich das, was man 
vvLs.sen will; man wünscht vielmehr geiwde umgekehrt die (ioor- 
dinalen durch die Zeit ausgedrürkt zu haben. Das vorliegende 
Beispiel zeigt, wie die elliptischen Functionen diese Forderung 
erfüllen, während die (dliptischen Integrale nur die Zeit durch 
die Eoordinaten aiisdi'ücken. 
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Zweiter Abschnitt. 

Von der Periodicität der elliptisclieu Functionen. 


§ 7 . 

Wir liabeii gesehen, dass die elliptischen Knnetionen die Iri- 
gonoinctrisehen und Exponentiairuiictioneii als speeielle Fälle in 
sich sehliesscn. Daraus kann inan schon im voraus ahnehnieii, 
dass die in § 1 erwähnten Eigeiischaneii, durch welche sich die 
trigononietrisehen und Exponentiairuiictionen auszeichneii, den 
elliptischen Functionen ebenfalls zukoiumen. Wir werden dies 
narh und nach vullsländig nachzuweisen suchen. Für jetzt aber 
wollen wir uns nur mit einer Eigenschaft heschäfligen , nämlich 
mit der Periodicität. Die elliptischen Functionen sind hierin 
besonders merkwürdig, da sie eine doppelte Periode besitzen, 
eine reelle, wie die trigonomelrischen Functionen und eine ima- 
ginäre, wie die Ex|ionrntialfnnrtionen. 

Enter den verschiedenen Werthen, welche die obere Grenze 

eines elliptischen Integrals annehmen kann, ist der Werth — be- 
sonders ausgezeichnet. Es soll sogleich nachgewiesen werden, 
dass man jedes elliptische Integral mit beliebiger .Amplitude zii- 
rückführen kanti auf ein Integral mit der Amplitude ^ und eines, 
dessen .Amplitude kleiner als.-^- ist. .Aus diesem Grunde hat Le- 
ge ndre das elliptische Integral 

n 

1 

r __ 'i <p 

Vl — Ä* »in’ <p 

0 

la fonrtion comp leie genannt. Wir wollen es das voll- 
ständige Integral nennen und nach .larobi mit A' bezeich- 
nen, sodass 


ft 

T 





fi.r 
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ist. Legend re hatte daffir das Zeichen F' angewandt. Diese 
tirnsse hängt, wie inan sieht, nur iiorJi von dem Modul k ah, 
lind wir werden s]iäter Mittel linden, sie mit Leichtigkeit für 
jeden Werth von k /.» berechnen. Denjenigen Werth von A", 
welcher dem coinpleinentären Modul k' zngehört , hat J a c u b i 
analog mit A" benehdinet, sudass 


A”= ( ' 

,/ yi — *'• 8111 * ip 


ist. 


Was die Re.scliallenlieit von AT anbelrilTl, so ist znei-st klar. 


dass Inr k = u, A" = ^ wird. Ferner ist A' immer positiv, denn 

da sich das hestininile Integral als der (irenzwerth einer Summe 
ausehen lässt, und in der ganzen .Vnsilehnnng des Integrals 
[losiliv i.st lind niemals verschwindet, so ist A’ der (irenzwerlh 
einer Sninine von lauter positiven (iriis.sen , inilhin selbst positiv. 
Ans deniselhen lirnnde ist auch 


dA' , /'sin*(|) d<p 

d(k*) iT'cp Jq> 

u 

innner positiv. Daher Ist A' für alle von o verschiedenen Werthe 
von k grössei- als ^ und wird zuletzt für A = 1 nnendlich gross. 

Das lelzle geht ans der algehraisr.hen Form des Integrals hervor, 
• denn, da man auch hat, sin <p = x gesetzt. 


A*.r»| 


A-= r 

-■>»)(! - AL 

u 

so erhält man für A = 1 


Ans der Delinilion von A' folgt mm, dass ^ die .Ainplitiide 
von A' ist, wenn der .Modul A, und die Aniplilnde von A'', wenn 
(ier Modul A' i.st; also hat man 


*) Vgl. Abschnitt XII. 

Durrge, ellipi Faiictionen. ^ 
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am (A', k) = am [K‘ , k') = ^ 
iiMil ilanii so)i;lt‘idi 

.<iil am k' — <!<is um A' = o, id am K — k' . 

Ilii*raii!i ist prsirlillich , ilas.s diese Grösse K bei deu elliptlselieii 
Fuiieüniien diisellie Holle spielt, wie die Zahl " in der Trigono- 
metrie; in der TIihI vird aueli l'nr den Fall, dass die elliptiselien 
Fnnrtionen in trignnometrLsehe i'diergelien , näinli(Ji wenn A — o 

ist. A'--|. 

E.S soll mm rolgender Salz bewiesen werden; Niniinl man 
das Integral 


/ ‘‘l'P 

J 


narb lind narb zwisrben den Grenzen 

3:t .3* 




— 2 • • • "> — » • • 


2 


2». elr. 


;t;r 


2 ■ 


. . . — 3T, —2x ... — 


3» 


elr.. 


so sind alle diese Integrale einander gleirli und gleirli A'. l'in 
dies einziiselien, bezeirline n eine beliebige positive oder negative 
ganze Zabl, dann ist jedes der vorliegenden Integrale von einer 
der beiden Formell 


z »— 1 
r "I 


/5 ,/i 


v»+i 

Ti- - 

d(f> 

Jtp 


Setzt man aber in dem ersleren Integrale 

(Pf = tm — tp. 

so erhrdl man 


/‘dtp _ _ /V<p, _ / V«pi 

J ,/ .1 


= A 


lind setzt man in dem zweiten Integral 
<P\'=<p — nn. 
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so erhält man 


^+i_ 

3 


Ai? _ _ 


V 

Ein elliptisches Integral, des.sen Grenzen zwei auf einander fol- 
gende Vielfache von “ sind, hat also stets den Werth A\ Bildet 
man daher nun ein ellipti.sches Integral, des.sen untere Grenze 
Null, und de.sseii obere Grenze ein heliehiges Vielfaches von 

ist, so ist der Werth desselben ein Vielfaches von h'. Denn 
es ist: 


= r 4 - A- /*" 

J Jv J J<p '^ f Jq, '^J ^ 


r/<p 

äJtp 


-ß 


*fifp 

J(p 


(*•- t)T 




V 

Nun ist n* die Amplitude des Integrals, dessen Werth nh' ist, 
mithin hat man 


am [nk';. 


oder weil j = am K Ist, 

am (nA') 

Es ist also der Reihe nach: 


* 7- 

j =: am h 


■ n .am h'. 


31 = am 2A’ = 2 . am h' 

^ = am BiV = .3 . am A' 

23t = am 4 A' = 4 . owi A" 

11 . s. w. 

Betrachten wir jetzt ein elliptisches^ Integral mit der belie- 
bigen Amplitude ct, so kann man, wenn ß einen Bogen zwischen 
o und ^ bezeichnet, entweder 

a ■= n« ß oder a ■= mc — ß 
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selzoii, j»» inirtHloii) ibis grösst** in u **nllia!lt*ne \irlfarln* von 
gt*rad** t»*l»*r iiiigorad** ist. Im (*rsl**n Fallo ist 

i.n^ß t.n »•«+/* 

, i W 

,1 .1 


nder, wonii man 
setzt. 


gp, = qp — nx 

xn+f 
l'dtp 




Im zweiten Kalle erhält man 

^Ä — tn 


j 'd<p 


i/qp 

J*p’ 




uml wenn man hier 


setzt. 


gpi z= nx — gp 


1'^ = 2«A- 


_ / ‘‘f< 

Jjvr 


.sodass man, heidi- Källe mnrassend , anrh sehreihen kann: 


./5 “ = 


2«A' 


ß 



lliednreh ist das Integral mit heliehiger Am|ilitude auf das vtdl- 
ständige Integral A" und ein Integral, dessen Ani|ditnde zwisehen 
II lind ^ liegt, ziirhekgerrdirt. 


Setzt man jetzt: 



1 „ ylstl ß lim II 

./ -><p, 

sii ist 

htt ^ ß 


== 2/iA- + «. 
J -J9 - 

l'olglirli 

nx + ß = am (2«A' + u) 
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oder 

am i2mA' + «) = nx + amu = 2n.umK + amu 
oder auch, weil 

am (— r) “ — amt, 
am (u + 2nA") ~ am u + nx. 

Die vorstehenden lietraehlnn^en si'lzen uns in den Sland. 

von deiTi Verlaid'e der Fiinclion Aiii|ditndo , wenig.sleiis für reelle 

Arginnenle, eine Voi-stellung zu gewinnen. Iletrarlilel man die 

Wertlie von amu als die Orditialen einer (^nrve, deren Aliscissen 

die zugehörigen Werllie von u sind, so enlspreelien den Ali.seis.sen 

0 , A', 2A', 3A', 4A', etc. die ürdinalen o, ” , ä, 2x, etc. Die 

zngeliörigen Dnncte dert'.nrve, £ etc. Fig. 2) liegen dalier 

auf einer ilnrcli den Anfangspnnrt A gellenden Kitr. -2. 

<irra(lrii. mm ft*nior — - — z=^amu 

au 

ist und daher fnr u — u und =A' die Wertlie 
J und k' ftnniinint, so steigt die (airve im 
l’uncte A unter einem Winkel von 45'’ an /,■ *A' 

und verminderl ailmälig ilire Steigung, his im Duncte, B die Tan- 
gente ihrer iSeigniig gegen die Aliscissenaxe gleicli k' geworden 
ist. Alsdann folgt aus der tileiclinng 

am (2 A' —«) = * — am u. 

dass das Stück BC dem Stin ke AB congruenl ist, mir eine um- 
gekehrte Lage erhalten liat. und aus der Gleicliuug 



am 2A' -f- I/) X + am u, 

I 

dass anrii die Ciirvenstiüke CBS und ABC (ongruent sind und 
gleicli liegen. In dieser Weise setzt sirli die tairve, liacli heiden 
Seilen ins I’nendliclie fori. 

Die Periodicität der elli|ilischen Fnnclionen folgt nun ans 
dem Vorliergelienden iiiiiiiillelbarl Denn da 
sin {am II + ix) sin am u 


und 


am u -i- ’2x = am (u + 4 A ' . , 


so folgt 


sin am (ii ^ 4A'i — sin am ii. 


Also: Die e 1 1 i |> ti sc li e n Fn net io neu lileiheii iiii verän- 
dert. wenn ni.in ilir Argnmenl die lirösse 4A" ver- 

mehrt oder verniinde.rl. 
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.\iis denselben Kelrarhtiingeii folgt aber auch, weil 
sin (rp + 3t) == — sin (p 

ist, sogleich 

sin am (u 2A') — sin am u, 

und wendet inan dies auch auf Cosinus und Hella an, so erhalt 
inan vollständig die Formeln 

! siii am (u + 4A'J = sin am u sin am {u + 2A') = — sin am u 

cos am jH + 4 A") -i cos am u cos am (a jF 2A'i = — cos amu 

zfam(u + 4A') = ^ am u ^am(u + 2 A'i = amu, 
aus denen für u = o 

sinam4A'=o sinam2A':==o 
cosam4A'=l cosam2A’= — 1 

jJam4A'—l z/ am 2 A'=l 

folgt. s 

Hie Periode der elli|)tischen Functionen ist , wie man sieht, 
nicht eine absolute Zahl, wie die der trigunoiiielrischeii Functio- 
nen, sondern hängt von dem Modul ab. Ist daher der leUlere 
nicht k sondern k', so ist auch der Index der Periode nicht 4A', 
sondern 4A*'. Also hat man z. B. 

sin am (u + iK', k'j = sin am («, A'I. 


§ 8 . 

Hie elliptischen Fiinctioiieii besitzen aus.ser dieser reellen 
Periode noch eine zw eite , eine imaginäre. Um diese zu ermit- 
teln, müssen wir zuerst die elliptischen Fiinctionen mit imaginä- 
rem Argumente auf die Form coniplexer Grössen bringen. Zn 
dem Ende nehmen wir in dem integral 


/ 


die Amplitude imaginär an*) und setzen 
sin ^ = I tg 

V 1 — k'* sin*^ 


dann wird 

(11) cos9> = 


1 

COS ^ 


^fp = 


cos tp 


.cos 1p 


*) Ueber die nähere Bedeutung eines Integrals mit imaginärer V’a- 
riable verweisen wir auf Abschnitt XXI. 
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lim -= I - , 

• ^ CO« 

mithin, da auch ^ und <p gleichzeitig vei'schwiiideii ; 






Setzt man nun 


/; 


dif 


J (_>!>, k) 


= u also t(> am («, A'j . 


so wird 


,/ 


^ = i u also m = am (tu), 
Jip 


lind siibsliliiirt man dies in die Formeln (11). so ergielit sieh 
sin am iu = i l}T am i«, k’ 


cos am tu : 


/J am iu - - 


cos am 
^ am (i 


(k, A') S (12,'. 
«, A') 

Ki^) ) 


COS am (n 

Kiese Formeln zeigen ein merkwnrdigcs Verhalten der ellijiti- 
selien FimcAioneii : Hfilirend nrmilieli die Irigonomelriselien und 

Exponentialfimelionen ITir imaginäre Argiimeiile in einander filier- 
gelien, verwandeln sieh die elli|itiselien Fiiiulioiien ITir imaginäre 
Argumente in eheii solelie Fiineliouen , deren Modul jedneh das 
Fomidement des m•sl>rflngliellen .Alodul ist. 

.Vns den Formeln (12) ergieht sieh nun die zweite imaginäre 
Periode der elliptiselien Fiinetionen. Da nämlirli die reehten 
Theile dieser Formeln den Modul k' halK-ii, so bleiben sie wegen 
der reellen l'eriodieität unverändert, wenn man in ihnen «+ JA" 
statt u setzt. Timt man dies, so erhält man 

sin am {iu + JiA ' ,1 = i tg am (u, k') = sin am iu 
1 


eos fim (iu + 4»A l = , 

' — CO» am (u. k ) 


eos am tu 


. Jam(ii,k') . 

/i am (IU + 4iA l = ; — yr = am tu. 

' — ' cos am ( 11 ,*) 

Iselzt man also wiedernm u statt iu, so ergieht sieh 
' sin am {u + 4iA") = sin am u j 

eos am (u + 4iA" i = eos am u r (13). 
id am (u + 4iA"i = ^ am u J 
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her Index der iiii a n ä reu Perinile ist also HK', wenn 
der Modul Ar ist lind daher 4t'A', wenn der Modul A' ist. 

Sel/I inan elienso in den Formeln (]2' m + 2A'' statt ii und 
verl'älirl auf dieselbe AVeise wie vorher, so erhält inan mit Ue- 
rüeksiehtigting der Formeln (10 

' I sin am (u + 2iA”') = sin am ii 

(14) S eos nm (u + 2iA''l = — ros am u 
I am (u + 2iA'' = — ^ am ii. 

Daraus ergiebt sich ffir u — o 

sin am AiK" ~ o sin nm 2iK' — u 
ros nm 4iÄ"-- 1 ros nm 2iK‘ — — 1 
nm 4iA’'= 1 nm 2iK' — — 1. 

Endlich kann man die lieiden l’erioden anrh mit einander ver- 
hinden, indem inan in den (rieirhungen KI) und 14) aiil's neue 
resp. II + 4A’ und « + 2A' stall “ setzt, dann erhält man 

sin nm (ii + 4A" + 4iA''| = sin am ii 

ros am (u + 4A' + 4iÄ''i == ros am ii 

^ am (u + 4A' + 4iA'’) = ^ am u 

sin am (u + 2A' + 2iAf'j = — sin am ii 

ros am (u + 2A' + 2iA'' = + ros am ii 

^ am (ii + 2A' + 2iA"’j ^ — z/ nm it 
lind dann ITir u = u 

sin am (4A' + 4iA'') = o sin am |2A' + 2iA'') = n 

rnsam (4AT + 4iA^) = 1 cos am (2A' + 2iA'') = 1 

^ am (4A' + 4i/Cj = 1. am (2K + 2iA'') — 1. 

Dabei sind noch zwei •Renierkiingeii zu niarhen. Ebenso wie 
nänilirh in der Trigonomelrie hei der Tangente der Index der 
Periode hall) so gross ist, wie liei den rdirigen F'iinctionen, so 
haben auch hier ausser den allgemeinen Perioden 4A', 4iK’, 4A' + 
4iA'' die Fiindionen Tangens .\mplitiidn und Delta Aniplitiido 
noch die Periode 2A'. Sinus .\niplitndo norli die Periode 2iA'* 
und Co.siniis Amplitiido noch die Periode 2A' + 2iA'’. Zweilens 
ist daraiil’ aiirmerksam zu niarhen, dass wir liier für gewisse 
imaginäre Argumente negative Werthe der F'iinrtion /! am u er- 
hallen. 

4 
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§ 5 >- 

Wir widleii nun ziiiiärlisl die genoiiiieiieii Residlüte auf die 
Peiidelaiifgahe aiiweiideti. Ans der (ilek'huiig (6) § 6 

sin ^ il> — sin ^ « sin <p 

folgt, dass für den Werth ^ von (p, ^ den Werth u annininit ; he- 

zeirhnel nun T den Ze.itrnnin, der verlliesst, während von o 
his « wärhst, d. h. während das I'ondel sich ans der Verliral- 
linie his zn seiner grössten Ableiiknng bewegt; mit andern Worten, 
bedeutet T die halbe' Sehwingungsdaner, .so erhält man ans (7j 

n 

r = /I 

r 9 J r 9 

u 

Dieser .Viisdrnrk zeigt, dass die S<'hwingnngsdaiier nidit von der 
grössten Ahlenkmig miahhängig ist, sondern vielmehr mit dersel- 
ben wächst, wie dies mit der Erfahrnng nbereinstimmt. 

Setzt man mm in der Formel (8) 



so erhält man 

sin ^ il> = sin ^ a .sin am j. I. 

So oft nun die Zeit um T wächst, wächst das Argnment der Ain- 
|dilnde lim K'. Daher enls|>rechen 

den AA'erlhen o, T, 2 T, .f T, 4 T, etc. von I 

res|i. die Werthe o, A', 2 A', 3 A', 4 A', etc. von ^ I 

lind die Werthe o, re. o, — a] o, etc. von 

Zweien Zeilen ferner, welche um 2 T ans einander liegen. 
eiil.s|irechen zwei Werthe von * I, die um 2 A' von einander ver- 
schieden sind. Ihnen gehören als« zwei gleiche und entgegen- 
gesetzte Werthe von sin am j, l und daher auch zwei gleiche und 
entgegengesetzte Werthe von an. Ebenso enls|irechen zweien 
Zeiten, die um 4 T ans einander liegen, zwei gleiche Werthe 
von rl’. 


I 
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§ 10. 

Wir gehen mm dazu filier, diejenigen Kelationen zwischen 
elli|disrhen Fnnriiunen aufznsuchcn, welelie den Irigonoiiietrisrhen 
Foriiiehi 


sin — 9>) = •■OS <P . ros (" — — sin tp _» 

analog sind. Dazu bedürfen wir einer Transformation, die, wie 
wir später sehen werden*), mit der Suhslitiition sin ^ = i lg 
aus derselben Quelle flie.ssl. 


? ■ 
fifp 


Wir setzen jetzt in dem Integral 

n 

cos rp 


Sin 9 -=r 


Dann folgt 




k’ sin ^ k* 

k’* sin ^ 


(IS) 


mithin 


rosqo.d9)= ^ 


dtl>; 


tUp rllp 

dtp dtp 


|la aller jetzt tp für rp o wird, so erhält man ; 



2 


also 

T * 

i-_ /W 

dv~^ J dtp 
o » 

Setzt man mm 


so ist 



tp = am II , 


•) Vgl. Abschnitt VI. 
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J 


= A" — M also 
Jtp 


tp — am (K — «), 


»ml siibslitiiii't mail dies iii die Formeln (15), so ergehen sich 
die Relationen: 


,,, , cos amu , k sin amu \ 

sin am (A — u) = - v , cos am (A — ii)= — ^ , 

' ' J amu ' ' d amu [ 

jÖ am [K — u) 


k' 

tJ am u 


( 16 ). 


Jarohi hat für die Function am (A" — «) noch eine andere 
Bezeirhmnig eiiigeführt. Weil nämlich die l’irüsse A' sich zu 
einem beliebigen Arguinent u ähnlich verhält , wie ^ zu einem 
beliebigen Bogen ip, so hat Jacobi die Aniplilude von A' — u 
das liuin|ileiiient der Amplitude von u oder die Coaniplitude 
von H genannt und demgemäss gesetzt 

am {K — «) = coam u. 

Mit dieser Bezeichnung kann niaii die vorigen Formeln auch so 
schreiben : 


sin coam u 


^ am n * 
d coam u = 


cos coam u 
k’ 


^ äfft u 0 


k nin am ii 
J amu * 


Man köiuite aus diesen Formeln, indem man u = o .setzt, 
die Werthe von sin am A', ros am K, d am K iiorhmais ableiten. 
Da wir aber diese schon kennen, so wollen wir, indem wir u = 
— setzen, die Werthe der elliptischen Functionen für dieses Ar- 
giinient crmittelii. Man erhält dann 


^ am -r 


■77 ; cos am -7 — 

A £ 


,, . A' 
k sin am 

*■’ 

/j am — 


k’ 


niici daraus 


cd am ^ 


Sill am 


1 


also auch 


nti" ‘-■'"^"'”2 -/ r+7 
t«“'"2 =/f* 




I j- = arc tg 


/v- 
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Alls (len Fonnelii (16) ergeben sieb sogleich die eiilspre- 
ebenilen ITir K u, wenn man — u stall u selzl; Inhrl man 
ausserdem noch u ^ K slatl K — « ein. .so ergiebl sich : 


(17'i 


/I am {u + A' i 


4. 

CO» mn u 

1 

d am u 

t 

k* »in am u 

+ 

d am u 

1 

k' 


d am H * 

( 

■inaiider 


Wendet man mm diese Formeln nocbmals an und zieht auch die 
Formeln (12) zu Hülfe, so erhält man auch Ausdrücke für dir 
elli|itisclien Functionen der Argumente tu + A', u -f- lA'', u + A' 
+ lA’' und i« + Af + lA''. 

Setzt man zuerst in (17) iu statt « und wendet 12 an. so 
erhält man 


(18) 


sin am (iu + A') = + ^ — n, 

' — ' — jJ am (k, * ) 


COS am (tu jF A') 


^ am (iu + A'i = + 


f k* sin fim (u, k') 
d am (w, 

A'*cos am {u, A') 


d am {u^ k') 

Setzt mau ferner m (12) « + A'' statt u und wendet 17,i an. 
indem man K' mit K also auch k mit k' vertauscht, so erhäll 
man: 

. .. , i cuH um (u. k) 

Sin am [tu + lA ; = 

‘ ' k sin am (ii, k ) 

cos am (tu + »A ) •— + rr. 

' — ' ' A- sin nm («, * ) 

^ am litt + lA") = + 1 V rr— ■ 

— ' sin am («, k I 


Drückt man aber viiederiim mittelst 12) die elli|dischen Functio- 
nen mit dem .Modul k' durch solche mit dem .Modul k aus, und 
setzl alsdann ti slatl tu, so erhäll man 


sin am \u + iA''< 


+ 


J 

k sin am u 


C(»s am {u ^ iA] = -f 


I d am H 
k. «in am u 


^ am {u + iA') ^ ^ i cnlj; am u. 


Setzt man in diesen Formeln u ~ u, so ergiebt sich, dass die 
.Ausdrücke 
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sin um (+ ik''), cos am (+ iK'), d am (+ 
iiiii'iidlirh };ross sind. 

ln den vorigen Formeln sulisliluiren wir nnii wieder i/ + A' 
und M — A' slaü «. dann ergielit sicii mit Hfill'e von (17) 

sin am lu 4- k + lA ) = + 

— ^ k.KOiamu 

cos am !ti + A’ + ik'') = + ; — — 

A am {u + A’ jF lA'') = + ik' lg am u 
und 

■ t .r.'^ ^ amu 

sin um M — AT + lA 1 = — t 

■ — Jr cos oui II 

COS am I« — A' + ik’') = + - — — 

' — — X cos /au u 

A am {u — A' _+ ik'') — ^ ik' 1^ am u, 
woraus ITir u = o folgt 

sin um [K jF iK') = ^ • 
cos am {K + iA''j = ^jT ^ 

A am (K + ik'] = o. 

Es sind also A'+ lA"' die liciden Werllie von u, fnr welche A amu 
verscliwiiidel. 

Endlich setzen wir noch in den beiden letzten Formelsvste- 
nien iu stall u, und wenden wieder (12) an, so ergiehl sich: 

sin am (iu + A' + iA’'j = + ^ am (u. k_) ^ 

.•OS am [iu + k± ik") 

A am (iu + A' + ik') =: If k' sin am (u, k') 
und 

'• r- j r-', dmn(u,k') 

sin am \tu — A + lA ) = — - 

/. , ik* COR am (u. k') 

COS n»i (iu — A + lAT ) = + — 

A am {iu — k ik") ^ k' sin am (u, k' . 

Vergleicht man diese grosse Mnige von Formeln mit den beiden 
ihnen enl.sprecliendeii trigonomelrisrheii Formeln, so lässt sii'h 
der Keichthnm von aitalylLschen Bezieliimgen nicht verkennen, 
den die elliptischen Functionen darbieleii. 

Eine Eigenthümlichkeil, ilie diese Forineln zeigen, verdient 
noch besonders hervorgehoben zu werden, nämlich die, dass 
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überall die .Ansdrüeke für Sinns, Cosinus und Delta bei allep drei 
Fnnetinnen denselben Nenner baben, abgesehen von einer Con- 
stanten. Dies ist natnriirh nirlit zufällig, sondern hat darin seinen 
Criind, dass die drei Fnnrtioneii Sinus, Cosinus und Delta gleich- 
zeitig unendlich werden, wie aus den Formeln 

roii‘tp = 1 — sin'^g); = 1 — Ar^sin’g) 

leicht erhellt, nämlich, wie wir oben fanden, für die beiden Werlbe 
u = ± iK'. 

Die Anwendung dieser Eigenschaft ist häiilig bei den späteren 
Entwickelungen von .Nutzen und kann zur Ersparung weitläufiger 
Ilccbnnngen dienen. ' 

Ausserdem babeii obige Formeln als Transforinatjonsformeln 
grosse lledentung , weil man mit ibrer Hülfe durch Substilntioii 
der .Argumente u + AT, i< -|- lA’', etc. an Stelle von « leicht von 
einer elliptischen Function zu einer andern übergehen kann. 


Dritter Abschnitt. ‘ 

Von der Reductiou der elliplisdien lutegrale auf die 
Nurnialfunn. 


S§ 11. 

Die Einführung der ellijitisrhen Functionen durch t'mkeh- 
rung des elliptiscbe.u Integrals beriibt, wie wir gesehen haben, 
wesentlicb auf einer gewissen einfacben Form des Ictzh’ren. die 
man die N'ormalform nennt, nämlich der Form 

/• _ 

/ yi — A* sin' tp 

fl •' 

AVir haben ferner in dem Beispiele von der Bewegung des ebe- 
nen Pendels gesehen, dass das elliptische Integral sich nicht im- 
mer von selbst in der gewünschten Form darbietet, sondern erst 
durcli geeignete Substituüonen auf dieselln* ziirürkgefübrt werden 
muss, und dass dann die Substitutionsformel von der grössten 


* 
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Wirhtigki'il Ist, iixlein z. R. bei der Pendclaiifgabe von ihr der 
Aiisdrurk, ilureli weirben die Ablenkung V diireb die Zeit aiis- 
gtplrückt wird, abhängt. Es Ist dalntr nun von Wiclitigkeit, zu 
zeigen, dass und wie man jedes beliebige elliptisrhe Integral auf 
drei bestimmte einfache Formen rediiciren kann, die man nach 
Legendre die elliptischen Integrale der ersten, zwei- 
ten unil dritten (iaitnng nennt. Das liis jetzt betrachtete 
Integral 


V 

I ' _ 

,/ y i — Ä*»in*(p* 


dnrcli dessen Umkehrung die elliptLschen Knnctionen entstanden, 
bildet dii* erste Gattung. 

Ans iler Integralrechnung ist bekannt, dass man das Integral 
einer jeden algebraischen rationalen und jeiler solchen irrationa- 
len Function, die auf. ihre einfachste Gestalt gebracht, nur die 
(Quadratwurzel aus einem Ausdrucke des ersten oder zweiten Gra- 
iles euthäll. auf algebraische, cyclometrische Functionen oder Lo- 
garithmen zurückführen kann. I.'ebersteigt jedoch die Grösse 
unter dem Ouadralwiirzelzeicben den zweiten Grad, so ist die Re- 
diirtion auf die genannten Functionen nicht mehr möglich, viel- 
mehr hat man es dann mit wesentlich neuen Functionen zu thun. 
Elliptische Integrale, im weitesten Sinne des Wortes ge- 
nommen, nennt man nun die Integrale solcher algebraischer irra- 
tionaler Functionen, die eine Quadratwurzel ans einem Ausdruck 
entweder des dritten oder des vierten Grades enthalten. Wir 
'werden später sehen, dass der erstere F'all, wenn das Radical 
vom dritten Grade ist, sich als ein spccieller Fall davon, dass es 
vom vierten Grade ist, anseben lässt. Rezeichnet man daher mit 
/? eine Wurzelgrösse vierten Grades * 

R = }/Ax* -I- liar^ -|- Cx‘‘ -f- Dx , 


und mit f eine algebraische ralionali* Function, .so ist 

Jf{x,R]dx 

die allgemeinste F'orm eines elliptiscdien Integrals. 

Hezeichnen nun M, M” ; P, P. P", .... 

rationale Functionen vpn x, so ist 


.>/ -F /{ + M" .M le 
/’ -F z*' « -i- P" IP + P” Ä’-F . . . . 
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die allpeineinste Form der Funrtioii f. die sieli, weil sämmtliclie 
geraden Ponm/eji von R rationale Finu-tionen von x sind, und 
.süinintlirlie ungeraden l'otenzen von R sieh als Pmdnele ans. R 
in rationale Fnnetionen von x darstelleu lassen , auf die Form 
m 4" e* R 
P+P R 

rediicirt, worin m, m, p, p' wiederum rationale Functionen von x 
hedeuten. Jedes elliptische Integral lässt sieh hienacli auf die 
Form 

i m tn Ji , 

p + p R 

hringen. Multipiirirl man den in diesem Integral entlialtenen 
llriicli im Zähler und ISenner mit p — p' R, .so erhält man 
fmp — mp’ IP 4 - (m' p — mp') H 

pi — p't 

Selzl niaii al)(»r 


ß. 


ß 


- da:. 


mp — mp' , mp — m ;/ 

r.* ' n* 






so sind £ und N wiedennn rationale Functionen von x. niid es 
wird 


J/’(x,R)dx =J Ldx 4 - J NRdx. 


Hienach zerlegt sich ein elliptisches Integral im .Allgemeinen in 
zwei Theile, von denen der eine, Ldx, da er ein Integral einer 

rationalen Fnnetion ist, durch eine algehraLsche, eine cyclometri- 
.sche Function, oder einen l.ogaritlmms ausge'druckt werden kann. 

der andere, J NRdx, dagegen ein elliptisches Integral ist. Na- 

tOrlicl^wird es häufig Vorkommen, dass die Function £ ^'ull ist, 
sodass idsdann der Theil des Integrals, der ideht elliptis<'h ist, 
versrhwhuhd. Wir haben es nun hioss iint dem zweiten Theile 
zu thun. der sieh auch 

'mp 




/{ 


dx 


schreiben läs.st, oder wenn man 

NR‘‘ ~ F x) 

selzl, die Form 

1'p’(x) dx 


ß 
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hat, wo jetzt /^(x) eine algehraieelie rationale Function von 
X bedeutet. 

Von der Hesrhaflenheit der Fnnrtion F{x) liäugt es nun ab, 
weieber der drei G<ilt\ingen das elliptisrhc Integral angehört, und 
es sei darüber gleich so viel bemerkt, da.ss, wenn die Function F 
nur eine ('.onslante ist, inan die erste Gattung erhält; enthält 
aber Ffa;) wirklich x, .so wird nKUi.auf die zweite oder dritte 
^ Gattung geführt; es kann aber auch der Fall einlreten, dass das 
Integral aufhört, ein elli|itisrhes zu sein. 

« 12 . 

Wir behandeln zuerst den Fall, dass A’t'a;) eine Conslante ist, 
beschäftigen uns also mit dem Integral 

_ r ^ 

J n J + Cr* + Dir + E 

Stellt man die Gleichung 

„ , 

auf, so hat dieselbe, da sie vom 4len (ii'ade ist, entweder 4 reelle, 
oder 2 reelle und 2 imaginäre, oder 4 imaginäre Wurzeln. Wir 
nehmen diese Wurzeln als bekannt an und bezeichnen sie mit 

0, p, OJ, Tt. 

wobei in dem Falle, dass imaginäre Wurzeln vorhanden sind, p 
dem 0 , lind dem cd conjngirl sein möge. Es sei ferner 
(x — o) (ar — p) (ar — la) (x — «) = 

also auch 

n‘= A.R"^. 

Wie auch die Wurzeln beschairen sein mögen, man kann 
stets in zwei reelle (|uadrati.sche Factoren zerfälley. also 

setzen 

ä'* = [(.T — /«)’ + n] [(.r — ft)* + fj. 

Durch die Wurzeln ausgedrückt, ist dann 

{x — mf + n = (x — o) (x — /)) ; (x — ft)* + v= (x — o) (,r — *), 
woraus 



folgt. Daraus geht hervor, dass m, n, ft, v in der Tbat reell 

I»urt*^e, ellipi. Kunctiuneri. 3 
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siiul, iiml ferni'r, d:iss n Hiid iiegaliv oder positiv aiisralleii, je 
naelulein resp. u, p und a, n reell oder iina"iiiäi' sind. 

Die erste /u erlTdleiide Forderuiif; ist nun die, den ,\Msdniek 
Ä"-* in einen äliulirhen uiiizul'ormen, dei' al)er die ungeraden l’o- 
lenzen der Verämlerlirlien nirht mehr eiithrdt. Dies kann auf 
sehr verschiedene Weise nnd nanieutlirli dnrrh Sul)slilntinnen 
von sehr verschiedener tb'dmuig geschehen. Wir wollen hier 
nur eine Suhstitution der ersten Ordnnug nnd l’nr den Fall, dass 
alle vier Wurzeln reell, sind, ihrer häutigen .\nweudung wegen, 
ini .\bschnitl VI. eine Sidtslitntion der zweiten Drdnung henulzen. 
Dahci folgen wir dem von Kichelot in der .Ahhaudhmg: 
„l'eher die Suh.slitulionen der ersten Ordnnug und die lliurormiing 
der elliptischen Inlegrah- in die Normalform ," (Crelle’s Journ. 
1hl. 34.) eiugehallenen Gangi'. 

Setzt man 


( 2 ) 


,r — }fi r s jf 

X — ■ /X p — C}f* 


so hat* man 4 Drössen, r, .v, p, <J, ide-r die man so verfügen 
kann, dass der Ansdruck R'‘, durch y ausgedi’ückt, die ungeraden 
l'otenzen von y nicht enthält. 

Aus (2) folgt zunächst 


(3) . . 

und hieraus 

(4) . . ■ 


r — Ä V 


. 




m—fi p — >• — iö — #)// m — yk p — r — (<? — *■)// 
n'i (>« — ja)'(r — »,1/ — r— ( c— a) ,vP 

fe — — (0— 

( m — gl» (e — g.i/)*-F e|e~ r — ( o — »).'/)’ 
le — c — (o— - 


Soll nun in heiden Facloren das in y multi()licirte t'ilieil ver- 
schwinden, so erhält man zur itestinimuug von r,s,g, a die 
(ileichungen 

. l(»i — p)-V .V -F « O — r (J - s) == „ 

. |(m — pff -f l>(p — r)(ö — sj = 0. 

Da dies mir zwei ('■leichungen sind, so hieihen zwei der zu he- 

stimmenden Grössen willkürlich. M'ählt man die Wrhällnisse 

— und — als die durch die ('.oeflicieuteii des .\nsdriickes' aus- 
9 0 

zudrückenden Grössen, so ergiehl sich ans (5) durch Division 


r s n 

Q 0 V * 
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und da man die zweite der (deidiunt;en (5) srhreiben kann 
(,n-,i)5 + 1/^1- 

+"[i - G ■'■0 + V 7 ]="- 

wenn man <leii elMMiK^’fmnleiien Werlli von — • - snbstitiiirt, 

p G 

r» = ("• ~ i“-)’ +"+*'■ 

Alsdann folgt sogleii'li (6) 

1' = i VUj" — /*)■* + " + •']'* — 

wodiirrb — und — im reliriuen eindeiilig liesliimnl sind, nur dass 

• Q 0 r s 

es willkürlirli Ideiltl , oh man die PitTerenz positiv oder 

negativ, d. Ii. — > oder < — nimmt, wodnreh die Werllie dieser 
lirüssen mir mit einander vertauseht werden. Ob aber die Sub- 
stitution aueb reelle M'erlbe füi — und - liefert, hängt davon 

9 c 

ab, ob der .Ansdrnrk 

ff = [(m — ft)’ /I -f- vY — Anv, 
den wir der Kürze wegen mit W bezeiebnen, positiv ist oder 

nirbt. Nun erbeilt zuerst , dass W positiv^ w ird , wenn eine der 

Grössen n und v positiv mul die andere negativ ist. Ilieser Fall 
tritt aber ein, wenn die Gleielmng Ä'’= 0 zwei reelle und zwei 
imaginäre Wurzeln bat. Giebt man ferner der Grösse W die 
Form 

W -- [(«I — ft)’ -F n — v]’ 4 (»I — ft)’ V, 

so siebt man, dass sie jiositiv wird, sobald mir v positiv ist, d. h. 
sobald die Gleirbung R- = o überbanpt ein 1‘aar iinaginärer Wur- 
zeln bat, gleirbviel ob das andere. Paar reell oder iinagnnär ist. 
Wenn also imaginäre Wurzeln vorhanileii sind, erweist sieb die 
Transformation stets als reell. Für den dritten Fall der Kealität 
aller vier Wurzeln endlirb sind n und v beide negativ und dann 
kann man ff' in zwei reelle Fartoren zerlegen, indem man 

W=[{m — ft)’ + n -|- V -f- 2j/tiv] [(m — ft)’ v — 2]/nv] 

= [(m — ft)’ —{/— n + y — 1 /)’] [(»<■— ft)’ — (/— n — v)’] 

erhält. Drückt niaii aber dies diireli die Wurzeln der Gleirbung 
/f'’ = o den Formeln (!) gemäss ans, so erhält man 

3* 
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j 

/■o-f ;; 10 — 


k* 

1 

1 

1 

1 

' V 2 ) 

} 

j 

/'o+p -lO—7l\ 

k 2 J 

^2 

■2~ 

1 


- = (« 7t] tp — CJ) (o — a) [p 7C). 

IlicKen Aii.sdnirk kniiii ninti (IuitIi /»eekiiiässige .\nordiiiiiig der 
4 Wurzeln stets positiv niiirlieii. lies Kidneiiden wegen möge 
aber die nähere Itetraehlinig dieses Ansdrneks hier gleich ange- 
sehlossen werden. Er wird in folgenden 4 Fällen positiv; 

1) Wenn o iinil p beide grösser als oj und 7t sind 

2) ,, 0 „ p kleiner „ to „ 7t „ 

3) ,, « .. p ,. /wi.sche .11 0 } und 7t liegen 

4) ,, ta „ 7t „ „ 0 „ p 

Her gemeinsame l'.harakler dieser vier Aiiordnimgen lässt sich 
dahin anssprecheii , dass sowohl o und p als auch r<7 und 7t je 
zwei der (irö.s.se nach auf einander folgende Wurzeln sein 
mns.sen, wenn inan auch die grössle und kleinste Wurzel als auf 
einander folgende gelten läs.st, indem man nämlich anninnnl, dass 
man durch das Enendliche hindurch eulweder von der grössleii 
zur kleinsten in forlw ährendem Zunchmen oder von iler kleinsten 
zur grössten in fortwährendem Ahnehmen forlsclireitel. Hält man 
dieses fest uml hemei'kt zugleich , ila.ss die drei letzteren .Anord- 
nungen ans der (‘fsten durch cyclische Aerlauschimg entstehen, 
so kann man leicht .sämnilliche Anordnnngen, in denen ff' positiv 
wird, aufslellen. Es gieht zunächst, wie leicht zu sehen, vier An- 
ordnungen, hei wfiehen o und p beide grösser als oi und 7t sind, 
nämlich, wenn man die AVnrzeln ihrer lirösse nach hinter ein- 
ander setzt, mit der grössten hegiiinend. die folgenden; 

u p ta 7t , <1 p 7t a, p u a 7t , p n 7t a. 
riiirch cyclische V'ertausclnmg liefern dii'selhim die folgemlen Iti 
Anordnungen, hei welchen ff posilit wird; 


0 

V 

Gl 

71 


P 

7t 

Gl 


P 

0 

Gl 

7t 


P 

0 

7t Gl 

P 

o 

% 

0 

P 

7t 

Gl 

u 

31 ' 

U 

Gl 

7t 

P 


0 

7t 

Gl p 

(0 

7t 

0 

/> ''■ 

71 

G) 

0 

p 

Gl 

7t 

P 

0 

4 )' 

7t 

Gl 

P 0 

X 

0 

P 

Gl 

Gl 

o 

P 

7t 


7t 

P 

O 

Gl 


Gl 

P 

O 7t. 


llahei ist zugleich ersichtlich, dass die (irnppen 3) und 4) aus 
den (irnppen 1) und 2) entstehen, wenn man die (Irössen gerade 
in iimgekclirler Ordnnug tnmml. 
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In den Morli rd)l'i^fii itiöglulirn S .\imi'dimiigt;il, lii-i '»(dclii'lj 
die Wurzeln o, ;/ und co, x in einander ■'esrhnlieti sind, \vir<l li' 
degativ; es sind die f(dgeiiden: 

0 ca // X 0) 0 X /> 

‘ t.J l> X II o X i> (0 

ji X 0 ca X p (o u 

X 0 a p p (o o X. 

Aiirli hier cnl.slelit die zweite rirnp|>e dnreli rnikehrung der 
Reihenfoige der ersten. 

iNaelideiu wir die L'eberzengnng gewtinnen iiahen, dass man 

mittelst der Formeln (Gi die Vcn'liällnisse — und — stets reell ans 

Q a 

den gegelienen (a>eflieienten des .Ansdrncks 7?'^ I)estiinmen kann, 
nelnni'ii wir mm ilie rirüssen r, g, n, o als hekannt an (zwei der- 
.scliien hieihen nalnriicli willknriieli ) und ffdiren die Rednelion 

des Hifferetitials 'j- zn Fhide, .Man liemei'ke dal»ei, dass von den 
beiden Faetoren, widelie den Ansdrnrk (4) l'fir R'‘ bibhm, der 
zweite ans dem ersten entsteht, wenn man die lateinisriien Uudi- 
slaben mit den gi'ieehisrbeti vertansebl. Setzt man min der Kürze 
wegen 

g - r — {(3 — s)y = N. 

so erhrdi man, da r, g, s, a so bestimmt sind, da.ss die erste 
l'oleiiz von y versebwindet, für den ersten Farlor 

,A'^ ((,i- — »i)’ -|- n ) = (m — ft)^ r ’ ■+ n g — r]^ -\- 

[(«I — + ”(ö— *'*]y*. 


oder wenn man für n den ans (,'S) gezogenen Werth 


(7) , . 
snbstitnirt. 


(m — (1 )* rs 
(e — r) (a — t) 


— r»'p — r) rJT»(p — r) — r»(o — *)■] 

— ’ [ e - r Y I 


= (m~pY ^ ^ 


= (»I - p.y {rU - gs) 


Rnrrli Vertanselmng der laleiniselien mit den grieebisriien Hneli- 
staben ergiebt sirli daraus sogleich für den zweiten Factor : 
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— (if + I') = (m - n)‘ ra — gs] — -^,y{ • 

Setzt man mm , ( 

— iz) — ~ ^ L (m — u) — L' 

' ^ ‘ «-*■ 

SO erhält man 

R'= j/(L~ WrW~MY,. 

Ihirrh Dinerentiation eines der beiden .Ansdrneke (.31 folgt ferner: 

rf.r = rfy 

mithin 

f/x I rf// 

~ Va y(/~Ms/^ (/.‘— ' 

Naelideni liicdureh das Radieal für alle Fälle in seine zwei rei- 
nen quadratischen Facloren zerfäilt ist, kann dasselbe, je nach- 
dem alle 4 Wurzeln, oder nur 2, oder keine reell sind, in eine 
der Formen 


F'(1 — r’A'l — A:V), j/(] — iA (f-f j/(l "+ r*) (l + A^z-') 

gebracht werden. Nämlich setzt man 


(9) . . . . 
so erhält man 

(tt 


<!y 


« I^aTE ^//, M 7, .W ,\ ' 


J 

YlhiiJ 


dz 




Setzt man daher auch noch 
L ,W 


so wird 


ME 


— k\ 


ilj; 

~R 


,h 


V AME Y(i-z')a 
.Allein wie aus (9) erhellt, ist diese itednelion nur reell, wenn 
L und ;V gleiches Zeichen haben, und wenn auch dieses der Fall 
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ist. so «ir<l ilmli k imaf^inrir, \\ciiii L' miil .)/' von vci'scliiiMli;- 
iiciii Zfirlifii siml. .N'mi crgielit sich alior ans mit Hücksicht 
aiif ilio (iloiclinngcn (5i 

Ml _ u M’L’ —V. 


Milliin liahcn M, L gleiches Zeiclieii, wenn die Wnczelu u mid }> 
reell sind, nml ehenso sind -.1/', Z' von gleichem Zeieiien, «eim 
a lind n reeli simi. |tic vorsiehende Tcansrorniatinn ist also 
reeil, «emi aile vier Wurzeln reell sind. 

Sind zweitens o und p reell, dagegen o und n imaginär, 
so ist positiv, daher z reell, aber negativ. Setzt man dalier 

,w.z 

so wird für den Fall, dass nur zwei Wurzeln reell sind. 


il.r 1 tk 

« “ } A mV Vd—J) (l+l’:*) 

Simi eudlieli dril teils sowidil o und p als aiieli oj und Jt ima- 
ginär, so ist sow’olil Y als aiieli negativ. Hann setze man 


wodiircli man 



i/j' 

R 




erhält, oder wenn mau 

■ 10 ) 




z.i/' 

d/// 




setzt, für den Fall, dass keine Wurzel reell ist. 
rix t riz 

H V— .LM// /i^ f 1 4 -i»:') 


.lede dieser drei Formen gehl nun in die gemeinsehafiliclie 
Normal form 


ri<f 

Vi — A* sin'ip 

Über, wenn mau 

im ersten Falle i = sin (p 
im zweiten „ z cos (p 

im dritten „ z = lg <p 


setzt. Hie Siihstitiilion z = sin q> des ersten Falles ist schon § ,0 
erwähnt worden ; sie giebt 
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da- 

■fl 


l 


dtp 


Vavi: yi—i’ ain*(]p 

Im zweiten Falle erhält man 

dz 


= z‘ = yi+X^ — r^ sin* <p 


mithin, wenn 


gesetzt wird. 


=Ki+e/i-r|p. 


sin* <p , 


l' 

t + J«' 


dx 

If 


iW//— .WA ~ 


d(p 


Im dritten Falle 
dz dtp 


■rliält man diircli t = tg qp 


also, wenn 

gesetzt wird, 
( 11 ) • •. ■ 


. y' 1 + A*z* = y 1 — (1 — A*i sin* m 

CO« qp ' cos rp ' ' ^ 


1 - A* = 

fLi: 

■ T 


ML'~.\tL 

M// 


1 




dtp 


V— ÄMl/ V 1 — A-* sin*qp 

IliediiiTh ist für alle Fälle die Rediirüon auf die .Normairorm 
ausgeführt. .Allein damit diese Iteduetion reelle Formen liefere, 
iniiss im ersten Falle t < 1 lind A < 1 sein. Im zweiten Falle 
muss ebenfalls i < ] sein, dagegen erleidet A keine Besrhrän- 

knng, weil A* = immer kleiner als rist. Im dritten Falle 

endlich kann z heliehig sein, weil es der Tangente gleich gesetzt 
wird, dagegen muss A < 1 sein, wenn A reell und kleiner als 1 
werden soll. 

Wir werden nun zuerst den dritten Fall hetrachten, weil 
derselbe sich kurz erledigt und dann, da r alli- beliehigen Werthe 
annehmen kann, keiner weiteren Erörtenmgen bedarf. Beim <•!•- 
stcn und zweiten Falle mü.s.sen wir jedoch, und das soll im 
nächsten § geschehen, auf die Wm-zeln der rileichung /?*= o 
und auf das Intervall der Werthe, welche die Variable x bei der 
Integration durchläuft, Bücksicht nehmen. 

Im dritten Falle war nämlich (10‘ 

A.M". 

Ä777* 


A* 
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aus (8) folgt aber 

i M' ^ 

l. e .M a • 

miUiiti ist 



Nun blieb in den tnrnielu (6 das Zeichen der DiH'erenz 

e « 

nnch wilikürlicb, inan kann es also immer so wählen, dass k' 
jmsiliv ansfalle, wodurch zugleich P und also auch kleiner als 
1 wird. .Man erhält ferner aus (8) und (7) 

A/Z' = . i . 

(p — r) (<j — g) rs r 

uiiil dadurch gehl die Forjiiel (IJ) iiher in 


iLr 

If 



T^r 

p yi — Ar*8in*9> 


§ 13 . 

Wir gehen nun zu einer näheren Betrachtung des ersten 
Falles über, die zugleich zu Vorschrinen fiihreii wird,, wie man 
in jedem Falle die ent.sjirechenden Suhstitiitioiien zur Kediiction 
in die Norinalform, gleich durch die Wurzeln der Gleichung 
Ä’ = 0 ausgedrückt, finden kann. 

Wir haben gesehen, dass man immer durch eine Substitution 
der ersten Ordnung, welche zwei zu hestimniende Conslanten 
enthält, den .Ausdruck ' 

dx' dx 

^ y Ä{x'~-o) {x — P){x — w) — n) 

auf die Form 

C - 

in wehiier C eine coiislante Gnis.se bedeutet, zurückführen kann. 

Da das Kadical K verschwindet, wenn x einen der Werthe 
o, /), <o, k Hiiniinnit, der .Ausdruck (1 — i*} (1 — aber zu 
.Null wird, wenn z einen der Werthe +1, — J, + 
erhält, so folgt, dass die Siihstitution der Art sein muss, dass 
jedem der Werthe o, /i, o), n von x einer der Werthe +1, — I, 
-J- —, — i von z piil.s|ireche. Welcher Werth von z jedem ein- 
zelnen der Werthe von .r zugehöre, ist willkfiiiich anzunehinen. 
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mir iiiiiss ilarmir ItruksiHit ^’cmimmrii witiIcii, dass o mul /j. miil 
i'hrnso auch <o mul n je zwei auf einander folgende Wurzein 
werden, damit nacli dem Vorigen § die Transformation reell aus- 
falle. Wenn nun aber k ein positiver echter Kriich Lst, und dies 
wollen wir ja zu hewirken suclieu, so folgen die vier Werthe von 
I, für welche das Kadical in i verschwindet, in folgender Heihe 
der llrösse nacli auf einander: 

(12) .... + 1 -f i.-l.-L 


Ks wird also der genannten Bedingung genügt wei'den, wenn 
wir aimehiueu, dass die.sen Wertheu von i der Iteiiie nach die , 
Werthe 

a. 0, p, 7t 

von X enl.sprec.lien. I’m aher zu hewirken, dass' diese Werthe 
von X lind » zusammengehöreii, ist es nur nöthig, zu setzen 


X — 0 = o(l — i), ,T — w = r(l — kzj 
X — p=6(l-)-i), X —X = d'l kz). 


worin a, h, c, d ronstante llrössen hedeiiten. .\llein zur Ilei'slel- 
Imig der Jlediiclion hedürfen wir nur zw eier constanler Grössen. 
Wir können daher auch je zwei der ohigen Gleichungen durch 
Itivision zu eini'i' einzigen vereinigen mid erhallen dann " = 0, 
— = /’ gesetzt, 


(13) 


.r, — o I — : X — M „ I — kz 

X — p “ l+i’ x — n 


worin 0, P, k zu liestimmen sind. Diese Hestininimig ergieht sich, 
wenn inan in diesen Gleichimgen für x die Werthe o. p, a, x 

und für z die ihnen entsprecheudeii Werthe -|-1. — 1, ^ 

.stihsliluirt. Dadurch erlifdt man 



O (O 

TT 

- /» ini- 

“ i+* 


1 . 1 

e 

_/>•+* 
^ 1 - A- 


und daraus durch Mullipliralion 


(14) 

und 


(lO — o) jzi — ») 

(co — p) \tc — p) 

durch Division 


(« — ni) (p — m) 
(n — 3i) ip — n) 


/I — (n— io) ( p — ») 

V.I+V (o — Jt) ip — (a) 
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Es ist zu l)einiTk<‘ii , dass die. Ictzlrrcn drei .Ausdrücke die- 
selhen Kacloreu, nur in ver.schiedeuer .Aiiorduung, eiillialleu, wie 
die (irös.se W' des vorigen §, dass sie also auch in densellieu 
Fällen positiv werden , wie jene. Da wir nun Sorge getragen 
haben, dass o, p und oj, tc je zwei auf einander folgende AVur- 
zeln sind, so werden <ß, /'- ^ po.sitiv, und damit ilie Trans- 
forination reell. 

I 

Da sieh nur die Quadrate der Cirössen 0, P. ergehen 

liahen, so müssen wir über das /eichen derselben eine Entschei- 
dung treffen. Nun ist aber positiv oder negativ, je nach- 

dem k kleiner oder grösser als 1 ist,*) um daher k als idnen 
echten Bruch zu erhallen, muss man den positiven AVerth iler 
Quadratwurzel nehmen und setzen 


(15) , 


1 I j/(q — COI (p — iC) 

I -j- ' r (o — x) (p — 0)) 


DilTerentii't man ferner die lileichungen (13). so erhält luan 


(16) 

I 

(«—/>) 

f/.r 

[x - p)* 

_ 2 0 — ^ 
(1-f 

■ ■ j 

(ß) — n) 

d.T 

(x~x)‘ " 

0 p 

^ (1 + *:)*’ 

oder 






rf.r 

20 

(a:— p)’ 

2/* kix — Äj* 


dz 

« -p 

(1 + •-)'“■ 

o> — n 


Hieraus folgt, dass die A erhrdtnisse 


0 P 

o — p ’ a> — Jt 

immer dasselbe Zeichen liahen müssen , ■ und dass sie negativ zu 
nehmen sind, wenn x und z gleichzeitig ahnehmen, dagegen po- 
sitiv, wenn z ubnimmt, während x wächst. Hienach ist das 
Zeichrn von 0 und P zn heslimmeu. 


*) Man bemerke, dass die Werthe (12) ihre Aufeinanderfolge nieht 
iiiidcrn, wenn k grösser als I ist, wofern man den Durchgang durch das 
Uneiidliehe berücksichtigt , was in dieser ganzen Betrachtung stets ge- 
schieht; sobald aber k negativ ist, hören o, p und <a, x auf, aiifeinander- 

folgende AAiirzeln zu sein, uud d.ann würde f>*, | y— ^ I negativ 

werden. 
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Iliviilirl iiiiiii mm <lm (llciiliimgni (llti uinl (16) ihiiTh eiii- 
im(l«r, so erhält nian 


(» — p) dx 


(x — o) (x — p) 

mithin 


(17) 


^ {(ü — n) dx 

I — (x-^co) {x —n) 

ffx 


2kdz 


^ (x • 


+ i 


-o)(x- 

m 


-p] (x — m) (x — x) 
ih 

■ VÄ {o — p) {<0 — «) Kci — 1 ~ *’:•) 
worin tias obere oiler untere Zeiehen zu wählen ist, je naehilein 
X und I {{leirhzeitig ahnelunen, oder ,r wäehsl, während r ah- 
ninnnt. 

Wir haben nun zu zeigen, dass es möglich ist. die vorstehende 
Transforiuation so einznrichlen, dass z immer kleiner als 1 wird. 
Dazu müssen wir auf das Intervall Hücksicht nehmen, welches 
die Variable x hei der Integration durchläuft. Es seien, der 
Grösse nach geordnet. 


dii' vier 
mul 


«, ß. y, ö 

Wurzeln <ler Gleichung R'^= n, sodass 
> ß > y > ä 


■-= J = .1 (x — a) (,r — ß\ (x — y) {x — ö . 

Dann werden .sännntiiclie Werthe, die x nherhau|)l annehinen 
kann, durch die vier Wurzeln in vier Intervalle gelheilt, nämlich 
iu die Intervalle 


1) « ß 

2) ß y 

:i) y ..... d 

4 ■ tf . . .. + oc . . . a, 

und es ist klar, dass negativ ist, wenn x im Islen und )(len, 
und (losiliv, wenn x iiii 2len und 4ten Intervalle liegt, d. h. 

R"‘ negativ, wenn 1 « > x > /3, 3) j> > ,r > 

R"^ positiv, wenn 2' /3 > x > j», 4) x > ö oder a > x. 

Wenn als» x ans einem zwischen zwei auf einander folgenden 
Wurzeln liegenden Intervalle in das näciist folgende hinühergeht, 
so wechselt R"^ das Zeichen. Daraus folgt : wenn das gegebene 
ellipli.sche Integral üherhaujit ein reelles ist. so werden die Gren- 
zen der Integration in einem und demselhen Intervalle zwischen 
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zwei auf einander folgenden Wurzeln der (ileichung R^= o lie- 
gen. und Lsl dieses Intervall das Isle oder 3te, so wird die Con- 
slante A negativ sein. Hätte iiian es aber mit einem imaginären 
Integrale zu lluin, so dass x mehren’ Intervalle dnrelilanfen könnte, 
so würde man das Integral in mehrere Theile zerlegen können, 
in der .\rt, dass die (irenzen jedes einzelnen Integrals ein Inter- 
vall nicht fiher.schreilen. Wäre z. H. das Integral 




dx 

yjir* 


gegeben, bei welchem A negativ und 

a> ^i,> ß. /* > a-j > y 
sei, so würde man haben 

d -Ti 


J * dx i* dx . / * c 

Jy'W> ~'Jy^i ~ j y~- 


dx 

'AI(' ' 


■vo ß 

In jedem Falle hat man es, sei es von vorne herein, .sei es durch 
Zerlegung, nur mit Integralen zn thmi. deren beide (irenzen sich 
in einem und demselben von zwei auf einander iölgenden Wuc- 
zelti begrenzten Intervalle befinden. 

.Nun waren bei der itediiction o und p als diejenigen Werthe 
von .T angenommen, welche den Werthen -F 1 und — 1 von z 
ents|irechen. Wenn daher x während der Integration zwi.schen 
o lind p liegt , so wird auch i nicht über die Werthe -j- J und 
— 1 hinausgeheii. Ilienach hat man, um zn bewirken, dass z 
nicht grösser als -F 1 und nicht kleiner ab — 1 werde, nur 
nöthig , in den obigen Formeln für o und p diejenigen Wurzeln 
zu setzen, zwischen welchen die (irenzen des gegebenen oder 
dem Obigen gemäss in seine Theile zerlegten Integrals liegen. 
Fs fragt sich alsdann noch, welche Wurzeln man für « und n 
zn setzen habe, Ities ergiebt sieh durch folgende fletrachtnng. 
Die Wurzeln o, p, ca. n waren diejenigen Werthe von x, welche 

resp. den Werthen . -F I, — 1, von z enLsprechen. 

Ordnet mau diese unter der Voraussetzung, dass A < 1 ist, der 
(ii'ö.sse nach, so hat man entweder die wachsende Ileihefolge der 
Werthe von z 


- T. — 1. + 1. + 
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i>iils|tr<'('liciiil ilni Wrrthni von x 


n, p, 0 , oj, 

odiT die nixiehmeiide Keilienroloe dei' 

+ {.+!,— 1 . 

eiilsprecliend den x-Werlheii 

w, o, p, n. 


r-Werlhe 
_ I 
A- ’ 


Während daher x alle Werthe ahnehincnd dnrrhlänfl und naeh 
und' naeh die Werthe a, ß, y, ä aiiniinnit, diirrhläuft r entweder 
ahnehinenil oiler >:nnehniend die elien genannten Werthe. Man 
denke sich iinii dieses .\bnehnien oder Wachsen ohne .Anriiören 
durch + ao oder -p x hindurch; dann kann man die Werthe 
auch cyclisch mit einander verlau.schen, ohne die Heihenfnige zu 
ändern. Ha man mm jedesmal diejenigen zwei der Werthe a, 
ß, y, d, zwischen welchen die (irenzen des InlegraLs liegen, den 
Werthen o und p von x gleich zu setzen hat , indem die letzteren 
den Werthen + 1 und — I von z ents|irechen, so ergieht die 
Ueihenridge jedesmal, welche di‘C Werthe- «, ß, y, d man den 
Werlheu ta und :t gleich zu setzen hat. Ilahei ergi-hen sich 
jedesmal zwei Sidestilutionsrormeln, indem man eiitwi-der x und z 
gleichzeitig ahnehmen oder aber hei ahnehmendem x das z wach- 
sen lassen kann. Kin Iteispiel möge zunächst das Vorige erläu- 
tern. Es mögen die Grenzen di-r Inlegraliotj zwischen a und ß 
liegen, also « >• a: > /3, und a- und z sollen gleichzeitig ahneh- 
nien. Dann entsprechen einander lölgende Wei-the von z und x 


X (o , 0 , p, zr. 

Nun sind a und ß die Orenzen des Intervalls, in welehem sich 
X helindet , also hat man iliese den Werthen o und p gleich zu 
setzen, lind zwar, weil a: von n nach p ahnehinenil angenom- 
men wird, und auch von a nach ß ein .\hnchnien statt lindel. 

0 = a und p = ß 

zu setzen. .Nun lölgt auf p die Wurzel x, und auf ß die Wurzel 
y, also ist 

X = y; 

endlich folgt w auf x (wenn a > x ist durch -p 3c hindurch) 
und d auf y, also hat man zuletzt 
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ca = d 

üii si‘t/rn. In äliiilii'lu'i' Wi-i.sc- kann man in allen nicrigen Fällen 
verläliren ; das fidgende Schema giehl an, welches die in jedem 
Falle einander ents|irechenden Wrrllw sind; 

u' lind : nehmen g I ei c Inceil i g ah 





z 


+ I. 

— 1, 

1 

~ k 


' 


X .... 

(0, 


p. 

3t 

a 

> 

X 

> ß 

d. 

a, 

ß^ 

V 

ß> 

.r 

> r 

a. 

ß. 

y. 

b 

r 

> 

X 

> ä 

ß. 

y- 

ä. 

a 

d 

> 

X 

otl. X > a *■ 

y- 

d. 


ß 




: wärlist Ihm 

ah lieh inendem 

X 




z .... 

1 

k' 

— 1. 

-f 1» 





.r .... 

31. 

p. 

0, 

b] 

u 

> 

X 

>ß 

d. 

a, 

ß. 

Y 

ß> 

X 

> Y 

a. 

ß. 

y. 

d 

y 

> 

X 

> S 

ß. 

y. 

d. 

a 

d 

> 

X 

od. a: > a 

y. 

d. 

«, 

ß- 


Für jedes der Intervalle, in welchem x liegen kann, erhält 
inan so zwei nednclimisrorniehi, hei welchen sowohl : als auch 
A- echte Hrüche werden, und zwar so, dass hei der einen x und 
; gleichzeitig wachsen und ahnchnien, hei der andern dagegen z 
wächst, wenn a: ahnhnmt und umgekehrt. 

Die vollständigen Fm'inehi nnii Inr jeden Fall aurzustellen, 
hätte keine .Schwierigkeit. Es scheint alter hei|uemer zu sein, in 
jedem vurkoniinenden Falle nach dem obigen Schema die Inr 
o. p, ca, at zu setzenden Werthe aiirznsuchen und dann die For- 
meln 14 . (15) und (17,1 anzuwenden. .Nur ein neisjiiei 

diene zur Erläuterung. 

Es sei y > j > d, also hei reellem Integral Tiegativ, und 
I wachse hei ahnehmemlem x. Ilann entsprechen einander fol- 
gende Werthe: 


' 1 

k' 

1. 

+ !.+■[ 

i3t. 

p. 

0» CD 


y. 

dt €C. 
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.Als« gieht zuci'st die Formel (]5) 

1-* _ . ■,/(J-“)(y-ß). 

l+i (d- (•/-«)• 

reriier erhält man aus 114} 

f, _ — 

r I» — y)(^ — y)’ 

und zwar ist 0 negativ zu ncliinen, weil 


positiv werden muss; dann folgt aus (13) 


und endlieli aus (J7) 


^ = 0 
a- — y I -f-j 


y A{x — a) (x—ß) ix—y) (x—ß) 

^ d: 

iTtiS-y) (a~ßj ' /'d-i'») (!-*»:«)’ 
wo das Mimis-Zeielien zu setzen ist. weil ; hei warhsendein x 
alniiimnt. Weil A negativ ist, so wird die reihte Seite dieses 
Ausdrucks reell, da auch d' — y negativ wird. 

Feher die Restinnnung des Zeichens der (irös,se 0 sei noch 
folgende Reinerknug erlaidd. Dieses Zeichen ist. wie ohen be- 
merkt. so zu w.ählen, dass 


negativ wird, wenn x und z gleichzeitig ahnehmen. im entgegen- 
gesetzten Falle' positiv. .Nun enLsprechen einander die Werthe 

.....+|. + 1 . -l._i 


Wenn daher x und z gleichzeitig ahnehmen, so ist mit einer so- 
gleich anzuführendeu Ausnahme, o > /», inilhin O negativ zu neh- 
men. Wächst aber x bei ahnehineudeni z, so ist mit Ausschluss 
desselben Ausnahmcfalles o < p, also 0 wiederum negativ zu neh- 
men. Die Ausnahme aber tritt dann ein. w enn die Zu- oder Ab- 
nahme von 0 nach p durch das l'nendliche hindurch geschieht, 
wenn also o und p die grösste a und die kleinste 6 der Wur- 
zeln sind. d. h. wenn die Frenzen des zu transformirenden Inte- 
gi'als beide entweder > « oder ^ Ö sind. Alsdann ist o — p 
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bei gleirb/eitiger .Abiiahute von x iiml ; iiegntiv, im e^itgegenge- 
selaten Kalle positiv, dann also ist 0 positiv zu iieliiiien. Hier- 
aus ergielil sieh die Hegel; Liegen die Grenzen des auf die Nor- 
inalforni zu redueirenden Integrals in einem der drei ersten In- 
tervalle 1) a — ß, 2) ß — y, 3) y so ist 0 negativ; liegen 

die Grenzen aber in dem vierten Intervalle 4) J.... + OC a, 

so ist 0 pirsiliv. 

Stellt^ man die Kediietionsrnmieln nun ilodi einmal zusammen, 
so sind sie folgende: 


(17a.) 


1_— * 1 i / (o — 0>) ( p — ’I) (1 

1-|-* r (ü — *) (p — «>) 

= x . . . 113'. (14) 

.r— p {p — a){p — n) 

— wenn ar in einem der drei ersten Intervalle liegt. 

-K wenn x im vierten Inlervalle liegt. 

dx 


+ 


y J{x — o) ix — p) (x — <a) (x — ») 
2 Yk dz 


YA(o~p)\a—zi) V(l—z*){l~k’zh 
-|- wenn ,t und i gleichzeitig ahnehinen, 

— wenn x wächst hei ahnehmendeui z. 


(17) 


§ 14. 

Wir gehen nun zur Retrachtimg des Kalles über, dass die 
Grösse Ä’ nur vom dritten Grade ist. Ks wurde schon §11 
erwiähnt, dass man dies als einen speciellen Kall hetrachten kann, 
der sich durch Specilication der vorigen Betrachtung erledigen 
läs.sl. Dies beruht auf dem bekannten Salze, dass, wenn eine 
algebraische Gleichung «tvo Grades durch das Verschwinden der 
Coefficienten der m höchsten Potenzen der rnbekaiinlen auf den 
(n — m)ten Grad reducirl wird, m ihrer Wurzeln unendlich gross 
geworden sind. Ist nun die Gleiehuiig Ä- = o nur vom drillen 
Grade, so kann man sie als eine Glcbhung vierten Grades be- 
trachten, deren eine Wurzel unendlich ist ; man wird daher auch 
die zugehörigen Heductionsformeln aus den vorigen abiciten kön- 
nen, wenn man eine der Wurzeln unendlich gross setzt, und 
zwar, was gleichgültig ist, entweder die grösste = -|- oo oder 
die kleinste = — oo. Es seien a, ß, y die drei reellen Wurzeln 
der Gleichung dritten Grailes a, und wir nehmen Ö -= - ao 

Durrf^ei ellipl. Functionen. 4 
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an; <laiin sind tlip hitt-rvall)' für die (imizeii der liiteerale 1) 

a ... ß, 2i ß ... y, 3j y ... — oo, 4 + 3c a. Im relirigeii 

Ideihen ilie im vorigen § gegebenen Vorsrliriflen bestellen, nur 
ist überall d oo /n setzen. Hen Kitdiuss davon viird man 
am licsten an dem im vorigen gegebenen lieispiele übersebe.n 
können, llividirl man nämlirli in den betreuenden l‘'ormeln nnter 
den Wnrzelzeirlien imtweder nn Zähler nnd .Nenner oder auf 
beiden Seiten des (ileielihiMlszeirbens mit d oder d * nnd setzt 
dann d = oc, so werden die \'erbällnis.se je zweier, d entbal- 
lander, Farloren gleieh 1, mal die Wirkung des riiendlirbwei-deiis 
von d ist daher einfarh die, da.ss man alle Fartoreii . welche d' 
enthalten , forlznlassen bat. Auf diese Weise ergehim sieh fol- 
gende Hednriioiisformeln : 

Es ist y > X > — oo, nnd x niinint mit wnriisendem z ab. 
Man erhält 

j y/ y ß . ^ j/ _J. . I - 

I+* f y—a’ X - y / («— — y) I+ = 

//.r _ _ ' _ 

Va(x—Ü) (,i — (iTör “ >Ö ~ y~Au -ß) Fl t-i'Jir- 


§ 15. 


Es sidl nun z.nnfuhst die im Vorigen auseinander gesetzte 
Methode an einem lleis|dele erläutert werden, nnd zwar stellen 
wir uns die .Vnfgabe, das elli|ilische Inli’gral, das bei der Itewe- 
gniig des Pendels die Zt'it beslimmi, nämlich das Integral (5) 
§ 6 . 


(18) 



auf die Normalform zu |■edllcirl■n. lia.sseihe kann zuerst auf ver- 
schiedene Weise in algebraLscber Form dargeslelll werdim. Ilie 
scheinbar cinlärliste Art, die aber bei einer Tiansforniation der 
ersten Ordnung nicht die einfachste Ilednction liefm'l , entsteht, 
wenn man 

C(IS 4 ' = 

setzt, wodurch man. wenn ziigleicb der Kürze wegen 


gesetzt wird. 


cos c< = a 


Dlgltizni: by Googh 
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erhält. 

(•rade 

indem 

ordnel 


(19j 


t 


,/ice^ 


rfa- 

l)(.r — «) (.r-f 1) 


Wie man sieht, ist alsdann das lladiral 7?’ vom 3^“ 
lind zwar zerlegt es sich von seihst in 3 lineare Faetoren. 
die Wurzeln der lileirhiing 71^ = o der (Irüsse iiarh ge- 
die l'olgenden 


+ 1, + «, — 1 


.sind. Iler Winkel a hedeiitet den grössten Werth, den der Win- 
kel 4< annehmen kann, ros tb oder x kann daher tiirhl grösser 
als -t- I und nieht kleiner als a werden, wodiin h es sieh hestä- 
tigl, dass X mir in dem Intervall zwischen den heiden auf ein- 
ander rolgenden Wurzeln -|- 1 und « liegt. 

Für die Wurzeln o und p halien wir daher in den Formeln 
des § 13. 1 lind a zu setzen, iiml zwar entweder in dieser oder 
in umgekehrter Ordnung, je nachdem wir aimehinen wollen, dass 
z lind X gleichzeitig wachsen oder nicht. I>a aher in (19) x ah- 
iiimmt, wenn / wächst, so wollen wir, damit l und z gleichzeitig 
wachsen, diejenige Itediiction wählen, hei welcher z ahninmd, 
wenn x wächst. Da l'erner die Werthe 

2.... -f -i, + 1, — 1. — y 

X to. 0. P. TC 


einander ents|irechen mns.seii, .so iniissen wir statt der Werthe 

to, o. p. 71 
res|>. — 1, + o. + 1. 30 

setzen. Alsdann gielit zuerst die Formel 15) 

1 — k , ,/•-!-/» -,/l + cüsa , 

T + -*. = + / -T- = r i “• 


, 1 — CO.S 1 ff , I 

^■=-r+co-4^ = 'r-!“ 

pdgt. Ferner folgt ans (13) und (l-li 
und aus (17) 


fl 1 / I + « • — - 

:i T — “// ~ > ■ i + = 


d.r 


(x — a) tx-|-lj 


j£k 

4* 
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Setzt niaii hierin iioeh z = sin <p und drüekt a ninl a- diirrh 
a und V »US. so erhidt inau die vollsländiffeii Reduetionslormeln, 
die aber von den in § 6 geftehenen verselneden und nieht so 
einfaeh wie diese sind. 

Zu (iiesen eiufaelieren gelangt iiiaii, »enn inan nieht eos 
sondern sin J in (18) als neue Varialde einffihrt. Itenii da 
eos i)> — cos « = 2 (sin* ^ a — sin* ^ 4>) 
ist, so wird, wenn man 

sin ^4’ -= X und sin J, a = c 
setzt, das ellijitisehe Integral (ISi 

,/7 *• 

‘ — }g ^J'(l-x‘)(e«-x»/ 

oder wenn inan das Hadieal in seine linearen Faetoreu zerlailt 
und diesidhen naeh der tirösse der Wurzeln, deren Reihenfolge 
+ 1. +c, -c, — ] ist, ordnet, 

I / * dx 

' T g — c) (*+c) (x+l) 

Der Winkel 4‘ liegt während iler ganzen Rewegnng zwischen + u 
und — «. daher x wiederniii zwisehen den auf einander folgen- 
den Wurzeln r und — c. Diese sind es daher, die wir an 
die Stelle von o und /> zu setzen haben und zwar aiieli in dieser 
Reihenfolge, wenn wir bewirken wollen, da.ss I, x und : gleich- 
zeitig wachsen. Deninach hat man für 


M, «. 7 t 

resp. -fl, -I- c, — c, — *1 

zu setzen und erhält aus den Formeln (I7a| 


1— A _ 


+ / 


r/ n ( ’ ~c) _ 1 ji5 


(c-fiK— c— n i-fc' 


sin u 


■./ (c — t ) (c+ j ) I — - _ : — I 

x-j-c r ( — c— l)tl cj 1-F- - + 1’ 

woraus 

x = cz mier sin , t/’ “ sin a sin tp ; 
endlich wird 

• ilx 'i \ k dz 

VJi - Tfi^—r) f.r-|-e> (7+T) VtcT^ V[T- z7){l—kVi 
dtp 

}' I — 


Di • ;byG(«'^lc 
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woraus, wie ölten, 

r 9 .IV ^ — I:’«in'qp 

folgt. 

Wir sriilifs.scii Itieran gleicli die Ketradiliiug des ganz her- 
tmiseliwiiigeiiileii l'etiilels, liestiiiders weil daliei reelil deutlich 
wird, wie die Kedtietiou ties elli|itisclien Integrals auf die Nor- 
malfurin wespiitlieli von den lirenzen, zwischen denen die Varialile 
zu nehnien ist. alihängl. 

Wir halten ^ 5 geselieil, da.ss, wenn man inil r die Winkel- 
geseliwindigkeil Itezeichnet, welche das l'endel zur Zeit / = o, 
d. Ii. in ilein .\ugenlilicke, wo es diireh die Verlicallinie hindurch- 
gelit, besitzt. 

h' 

cos« = 1 — 

^9 

ist, itnd dass der Winkel « zu existirt'u aiifliört, uinl das Pendel 
ein ganz heruinschwiugeinles wird, wenn 

/e^ > Ml 

ist. Nun folgt 



In dem vorliegenden Falle ist also c > j. AVollle man nun die 
vorige Hednelion ohne Weiteres atich hier anwenden, so wi'irde 
der .Modul k = c nicht mehr ein echter Bruch sein. In der 
That ist aber hier eine andere Itedticliou noihweitdig, weil die 
llrenzen ih-r Veränderliehen andere geworden sind. Ordnet matt 
die Wurzeln der Oleichung Ri — o wieilerum ihrer rirös.se nach, 
so sind sie 

+ c, +1.-1, - e, 

nnil jetzt liegt ,r = sin ^ nicht mehr zwischen + c und — c 
sntidern zwi.sriien + 1 und — 1. .Man hat daher l'iii; 

(ü, 0. i>, n 

res|t. •+ c, + 1. — 1, — c 

zu setzen. Mil diesen Werthen erhält man daun 

/ I — * ■ ./ (I — c)(r — ij e— I 

I +*“■'■/' (1+c (— 1— c)~ c+ r 
weil der |tosilive Werth der Wurzel genommeu werden tnuss. und 
c > 1 ist, watraus 
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i- — i //■'" 

/ /f« 


^ c 

folgt. Fmier wird, «eil iiiiii o = + 1, p= — i zu soUeu i.st, 

1 


J-— l 
x+l 

woraus 

folgt. Endlich ist 




c) (I +r) 


r)(_l+,) 1 + : 

X — z oder = 2<p 


z - 1 
z + r 


i/j' 


V(x — c) \x— I; 1) (j;-t-c) 

=zk. 


■in _ __ 

fe'2.2r‘ ' P(l- 

d<p 


lind 


Ki- 


- A’ »in* q) 
r 


^ I I ' itt p ^ / 

^ f g ,f } i — A*.')in*(p r ,/ 


_ rf: 

•:*'Hi-A*;») 


dtp 


Vl~kUin^ip 


tti'i dem ganz hcrnniscliwiiigi'iidcn l’cndcl lässt sii-h liionach der 
\tinkel seihst durch die .\in|)litnde des Integrals ausdrnrkeii. 
.Nämlich da 

T 

/■_ dqp 

J yi~k^ Bia^(p~ 2 

(I 

ist, so hat man 

pp — am und daher 2 am y ^inod. 

und damit hesläligt sich, dass der W inkel fortwrihrend wächst, 
da die .\nijilitude ITir reelle Werthe des .\rgnmenls eine stets 
wachsende Eniiction ist. 7.) Es wird sich später zeigen, dass 
auch die Knnction .\inplilnilo in eine stark convergirende Reihe 
entwickelt werden, und daher auch fnr jeden Werth des .Argu- 
ments und des Moduls herechnel werden kann. Ila nach § 4 
t/ am u 


du 


= (im u 


ist, so erhält man auch die Winkelgeschwindigkeit 

dtb ^ vt 

-J- = t’ ZJ am 
at £ 


S? 16- 

Wir gehen nun zu dem zweiten Falle fiher, in welchem die 
tileichnng It^ -- o zwei reelle und zwei imaginäre Wurzeln hat. 
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Wir linlirn ^ 12 sji'seboii, dass in diosi'iii Kalle dei’ Ausdruck 
auf die Kenn 

geltraeid >M-rdeii kann. Man kann nun diesen Fall kiii’/er erle- 
digen und ans di^in ersten Falle herleilen, wenn man k imaginär 
anniinint und 

k = ii 


setzt. Wir wollen unnelnneii. es seien (o und x die lieiden con- 
jngirten iinaginären Wurzeln. Setzt man 


M ~ fl + iv. n ^ fl — iv, 

so wird 

R'' = A {x — (I; [x — jis [f.r — fif -f- !>'*], 
sodass fl dieselbe Hedeninng, wie im iij 12 liat, an Stelle von v 
aller 7'- zn setzen ist. was zweckmässig er.sclieint. da die.se (j rosse 
liier positiv ist. .Man erhält mm znnficlisl ans 113) und (14< 

j — n (" - fl iV) (» — 1 * -f- iv) 1 — ; 

.r — p ' / ip — p iv) ip — p iv) l-f-^ 

j- j/io — P>'‘+v- I -- 

* f fp — l“Fz 

Feiler das Zeichen gilt diesellie Hegel wie rrfdier, nämlich wach- 
sen X lind I gleichzeitig, so erhält dieser Ansdrnck das eiiLgegen- 
gesetzte Zeichen wie o — />, im nmgekehrlen Falle dassellie Zei- 
chen. Ferner erhält man ans {17) 

i/x 

}''A{x — oj {x — PI ['x — g.)'7-f-p’l 

^ 'I- 

— I A->iv{ö~ji) ' y r + 

worin das oliere oder untere Zeichen zn nehnieii ist, je nachdem 
t lind X zugleich wachsen oder nicht. Hierin ist nach § 12 
z — cos (jc lind 

_± 7.7 

I-FX2 

ZU setzen, dann erhält man 

t/j' 

yjUr -oj i.r — [V.r — + 

X 

, + f .•l(l-Fi^e(o-/7, /'l - A-3 sill2 (J> 


Digitized by Google 


56 Aliürlin. III. Vnti (Irr Rciliicljiiii der i'llipt. Inicgralc i^tc. ^ 16. 


(Jtii endlich den Modul zu l>«slininien, zieJit inan zuerst aus 
(15) die (ileirhuiig 

' — ^ ,/(» — >* — <») (p —ll + iv) 
l+ii — r (o — n-^iv)(p — ji — iv)’ 
oder wenn man der Kürze wegen 


,^elzt, 


(o — ft) ip — fl) + v‘ = u, V (o — p) = r 


{21) 


L i/|l+'e 

l + iVt — / H-iv' 


Hier nniss hei der liestiimnnng des Zeichens zugleich auf die 
lirnsse J Rücksicht genoiunien und das.selbe so gewählt werden, 
dass der in (20) enihaltene .Ausilruck 

2i 

.•UI+J 2 J v(o — p) 

positiv wird. .Mnitiplicirt man in 21) Zähler und Nenner links 
mit 1 — iZ und rechts mit yu + in so erhält man 
1— 2ii- , _"+"L 

und daraus 

I — A» , ^ . _n t. 

Da nun v — v {o — p) ist, so ergiehl sich 


« 

(l + A2^»(</ — p) 



und dieser Ausdruck muss daher dasselbe Zeichen wie ^4 erhalten, 
d. h. das obere, wenn A negativ ist, das untere, wenn A positiv 
ist. Ferner erhält man 


l + i»— ’ 

also 

js-2 =— — L’ LÜ+IL+ JL 

i+-p— ’ 

woi'in, weil hier das obere unil untere Zeichen dem oberen und 
unteren Zeichen des vorigen Ausdrucks ent-sprechen muss, eben- 
falls dasjenige Zeichen zu wählen ist , welches der Grösse A zu 
komiiil. 

Es war hier z = cos rp gesetzt, also muss dafür gesorgt 

werden, dass i ein echter Rruch hieihl. Da nun der Ausdnick 

1 — z^) (1 + A’z’) für die Werthe -fl, — 1, -f ^ ver- 

iX iX 
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si-hwimlet, so .sind aiitdi hier n iiiur p diejenigen Werthe von x, 
welehe den reellen Werllien + 1 und — I von i entsjireelien. 
Nennt inan aber a die grössere und l> die kleinere der beiden 
reellen Wurzeln, so wird das Gebiet von + cc bis — oo in die 
beiden Intervalle 

(I .... ö und ö . . . + (X! . . . rt 

getlieilt, welche von den Grenzen eiiK’s Integrals nicht fdierschril- 
len wenlen.wenn dasselbe reell ist. l'in nun zu bewirken, dass z 
zwischen + 1 und — 1 liege, hat man wie früher mir nöthig, die 
Sulistitution so einzhrichlen, dass x von o nach p fortschreilet, 
während i von + 1 nach — 1 geht. 

Ist also 1 1 a > a: > 6, so muss man, wenn x und z gleich- 
zeitig abnehmen sollen, setzen: 

0 = a, p = h; 

soll aber x wachsen, während z almimint, umgekehrt 
o — b, p — a. 

Ist 2) j: > « oder < b, so hat man in tleni Falle der gleichzei- 
tigen Abnahme von x und z 

0 = b, p — a 

zu setzen , weil alsdann x von b unauriiörlich abnehmend und 
durch oo nach a rortschreitend gedacht werden muss. Wächst 
dagegen x bei abnehmendem z, so hat man umgekehrt ' 

0 — a, p — b 

zu setzen. 

Der Fall, dass das lladical vom drilten Grade ist und eine 
reelle Wurzel besitzt, erledigt sieh wieder leicht dadurch, dass 
man wie im ^'origen eine Wurzel unendlich setzt. 

Der Fall zweier reeller und zweier imaginärer Wurzeln tritt 
liei der RectUication der Lemnisrate ein. Die Gleiehiing die- 
ser Giirve, bezogen auf diejenigen rechtwinkligen Axen, welche 
sie in vier congriiente Theile theilen, lanlet.^wenn mit a die 
halbe .\\c bezeichnet wird, 

y* -}- -F a‘ — a:*J = o. 

.Noch einfacher wird sie, wenn man l’olarcoortlinaten einführt und 
A- = r cos tl', y -- r sin 4’ 

setzt. Dann verwandelt sie sich in > 

,22) r* — (cos’ 4> — sin’ tgj = o oder r = + n f/cos 24>. 
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.Null ist, ^^l•ml </»■ ila.s Itinerelilial des llooeiis hezeieliiiel, 
,\iis 22) aller l'olgl 

^ «.Jiin'itii . rftji — r__ 

f II ' 


Sel/.l lliilM jetzt 


fis = + 


— / — H 

I J-, 7 . 


SD ist j, da r iiielit gn'isser als « werden kann, ein ediler Uriieli, 
und man erhrdl 

, , aih 

(Is = + • 

liier hat das elli|ilisrhe Integral selinii von scdlisl die 
Forni, denn es selireilit sieh siioleieh 

nilz 


ewnnsehte 


ils ■ 


+ 


Häher ist A* = 1 und folo|ieh A- - - Mithin erh.äll ninn diireh 
: := eos ip 


ds ~ jjl ul ' 


fUp 


' }' ] — ^ .siii^ ip 

Dieses Inteoral mit dimi s|ieeiellen Werth j'4 *h‘s Mnihils A- ist 
dadiireh histnrisrh inerkwi'irdij', dass an ihm dir ersten Knt- 
deekuiij;en filier elli|itisehe liitegrale ^'eniaeht worden sind. 

l'iii anrh noeh kurz des Uten Falles, in wi'leheni alle 1 
linearen Faetnren des iladieals /? ima^,'inär sind, Frwfihnuii); z.n 
thnn. so hahen wir diesen Fail schon im 12 ahgeniaehl. Fs 

erhellt mm aber aiieh, dass der Fmstand. dass hier das t leidet der 
Werthe von ,t nielil dnreh das N'orhamlensein reeller Werthe, l'nr 
welche /? versehwindel , in Intervalle gelheili wird, mit der Siili- 
stilnlion lg qp welrhe der tlrösse i alle mögliehen .Werthe 

anznnehmen i‘rlanlil, ganz im Finklange ist. 
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Vierter Abschnitt. 

Von den drei Gattungen elliptischer Integrale. 


Wir liabrii iiiis im Vorigen Icdi^'lirli mil der Krdurtioii drs 
lidegrals 

/•rfx 

J 

in «idrliHiii J{ di)t (Jnfldralwurzid aus eiiinii .Aiisdnirk drs vicririi 
tulrr dritU'ii (Iradrs licdnitcl, lir.srlläriigl, und cs i.sl gezeigt «or- 
dcii, dass man iinnicr ein snlrlies Integral auf die Form 

c r . _ 

yi — sin^ qp 

bringen kann, worin C eine Constante und /> einen erliten lirnrii 
bezeiebnel. Itie dal)ci anznwendeiide Snii.stiinlion war stets von 
der Form 

_ <!+’>' 

e-\-dz’ 


wenn n, b, r, d ronslanle Crossen bezeirhnen, mul Inr z batte 
man in den drei Ffdlen, dass die Cleiehnng u vier oder 

zwei oder keine reellen Wurzeln bat, resp. sin 9p, cos 9p, tg 9p zu 
-setzen, sodass die Snbslilntionsl'nrmeln in den drei erwfdmlen 
Ffdien resp. von den Formen 


(23) . . X 
sintl. 


h «in (p _ e -p v(>« fp a b tg q) 

r-l-rfsinqp’ ** e -f- eo« rp * ' c -f- rf tp qp 


Wir geben mm zu der lletrarbtnng derjenigen elli|>tisehen 
Integrale über, welebe im /äbler norb mil einer ralioiialen Fnnriion 
von X bebaflet sind, welrlies, wie 11 gezeigt worden ist, die ' 
allgenii'inste Form ist, auf welebe die elliplisrben Integrale stets 
rednrirt werden können, nämlicb die Form 


/'y(x)dx 

J 

wo F(x) eine algebraisrbe ralionale Fnnriion bezeirbnel. Indem 
man die Snbslilntionen ;23) anw endet, gebt in den drei Fällen 
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der Bi-scliallViilieil von R das obige Integral in eine iler Formen 


^24) 


S, 


f{n\xi <p) dtp 
I I — 


J 


* /*(co8<p) dtp 
yV-'k^ «in’ 


' t 

T 


* f(igip) ilrp 
Vl - A’ sin’ <p 


nber, und es ist klar, da die Snbstilntiunen (23) linear sind, dass 
die in den Zählern vorkonnnenden Fiinrlionen f «iedennn ratio- 
nal sein werden. 

Ks soll mm zuerst gezeigt werden, dass, wenn diese Fnne- 
lioiien f ungerade Fnnetioueii sind, die vorstehenden Integrale 
aufliören, elliptisrhe zu sein, und auf Logarithmen, ryrlomelrisehe 
oder algehrai.sehe Funrtionen ffihren. Kine ungerade rationale 
Fimrtion hat iiämlirh die Figeusrhal't, dass sie gleich dem l'ro- 
duct aus einer geraden rationalen Function in die Variable ist; 
eine gerade rationale F'unction aber ist stets eine rationale Func- 
tion des Quadrats der Variablen. Bedeutet daher f eine ungerade 
und F eine heliehige rationale F'unction, so hat man 
f[u) = u.F\u‘). 


In diesem F'alle nehmen also die drei Integrale (24i die Formen 


/ "sin qj A’ (sin’ip) (/qp /* cos qp A'(coa’ qpt dtp qp) rff 

Fl — A’sin’q) ,/ Fl — Ä’sin’ip }l — A’siii’ip 

an. Setzt man mm in denselben 
sin’^ = 

wodurch 

cos* o) 1 — z , tg* OP = Y— > 'Ifp = — 

1 -: ^ 2Vz(l-z) 

wird, so erhält mau 


«in <p AVsin* dtp 


AYj'rf: 

y 1 — qp 

2/':(l-:)(l A’:) 

2K(1 — :)(1-A’z) 

C08 (p F(co 8 * qp dtp 

Kl -7 #•(! - :)rf: _ 

/■(l -:)«/: 


2F:(1-i)(1-A’j) 

2/''z{I -A’j) 

tg qp ftg’ tp) i/qp 



Fl-A’sTn’V ~ 

2 Ki (l s' (l-A’Q 

2(1 — j) Ki'-A’: 


In keinem dieser Integrale fihersteigt nuH die tirösse unter dem 
Quadeotwiirzelzeirhen den zweiten (irad, sie führen daher sämmt- 
lich entweder auf algebraische oder cycloinetrische Functionen 
oder Logarithmen und sind nicht elli|itische Integrale. 

Bi'deutet ferner in den Integralen (24' f eine beliebig«! ra- 
tionale F'unction , .so kann man dieselbe immer in eine geraile 
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und eine imgerdde Funclimi zcrlogeii. Denn inan hat. was anrh 
f sein möge, iininer die identische (iieicliiiiig 

/■ f“) = l [/■(") + /■ (— »'] + 2 [/" >«) — /■ (— ")]• 

Die Kuiiction f[u'i + f{— i») ist alter eine gerade Fimction. da sie 
migeändert Weiht, »enii man — « statt 1 / setzt, und eheiiso f{u] 
— — (/) eine ungerade Function, da sic den entgegengesetzten 

Werth annimml. wenn — u statt 1 / gesetzt wird. Hieraus gellt 
nun hervor, dass die Integrale 24) sieh iiu Allgemeinen in zwei 
Tlieile zerlegen, von denen der eine kein elliptisches Integral ist. 
Nach Ahsomlernng dieses Theilcs haben wir es daher nur noch 
mit Integralen zn Ihnn. welche im Zähler eine gerade rationale 
Fimction von sin q>, cos tp oder lg q> entlialten. Wie oben be- 
merkt, sind aber gerade rationale Functionen stets rationale Func- 
tionen des (Jiiadrats der Variablen, daher sind die Integrale, mit 
ilenen wir uns zu besebärtigen bähen, wenn F eine beliebige ra- 
tionale Funclion bezeichiiel, und das Zeichen zJcp = 1^1 — k'^ sin*gp 
wieder eiugeffilirt wird, die rolgenden: x 

. / /’ (sin’ (p) rtq) f A'fcos* (p) rfq) ^ F{tg^ip)ilip 

( 2 .)) . ■ J ~ jtp • J > f ~ 

Ha endlicli von den Grössen sin'^g). cos* 9 ), tg* ip jede durch 
irgend eine derselhen rational aiisgedrinkt werden kann, so sind 
diese drei Formen nicht mehr wesentlich von einander verschie- 
den. .sondern können auf einander redneirt werden. Wir knüpfen 
daher unsere weiteren Hetrachtungen an eine derselben an, wozu 
wir die erste wählen, also das Integral 

( 26 ) 

Eine rationale Function besieht im Allgemeinen aus einer 
ganzen und einer echt gebrocheneii Function; letztere kann wie- 
der in 1‘arlialbriirhe zerlegt werden; daher kann man sagen, dass 
die Function F (sin* tp) ans einem Aggregat von Gliedern von 
lief Form 

-W (ffi -f- siii* ip'f^ 

bestehe, worin der Exponent p, eine positive oder negative ganze 
Zahl oder .\ull. und die tloeilicienten A/ und m reelle oder ima- 
ginäre Constanten sind. Es sei besonders Irervorgehohen , dass 
hei der Zerlegung einer gebrochenen F’imrlion in l’artialhriiche 
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niil iNi'nni’ni von voi-.sleliciiilcr Koi tii ll•tzll>^‘ auch iiiiaginnr wer- 
den kdimeii. Wir werden darauf s|iäterhin Itücksiclit zu nehmen 
_ haben. Hienach /erleg! sich das Inlegral (20' in eine Summe 
von Inlegrali'ii von der l'orm 

1 / / 

J " ■ 

und es lässt sicli nun /eigen, dass jedes Inlegral von dieser Form 
sich auf drei Formen /urücklrdiren lässt, die entstehen, wenn 
entweder 

fi = 0 oder (1 = 1 oder ,u - — — 1 
ist, d. h. auf <lie drei Formen 

I dtp qp) (/ip / rfip 

,/ J(f’ J J<p ’ ,/ ipj .Jqp' 

welches di(^ von I. egend re feslgestelllcii drei (iattimgen ellipti- 
scher Integrale sind. 

Pa/ii Ihhrt eine Iteductionsformel , die .sich au.s <ler identi- 
schen (ileichuug 

i lm -f- siu^ q>jl‘ sin cos qi zJ<p - --■ 

‘ ‘ 1 / rf qPil'sin <p ci)s<p Jqp] 

|./ d^ •‘'P 

ergield. Fidirl man hier die IHll'ereiilialioii rechter Hand aus, 
so erhält man unter dem Inlegral/eichen fidgeuden Ausdruck, der 
in il<p multiplicirt ist, 

2(1 (m -F sin^ (p)^ * siu'' q> cos’ <p ^<p + 

(m sin'^ <p)P j^cos^ q> J<p — .sin'^ tp ^<p — -- - j , 

und imdtiplicirt man den gan/eii Ausdruck mit ^(p, so erhält 
man unter dem Inlegral/eichen als Factor von den .\usdrnck 


■j- sin'^ <p)P j^cos^ ^rp — .sin'^ (p ^tp — 


man unter dem Inlegral/eichen als Factor von ~ den .\usdrnck 

^2(1 {tu + sin^ qif' sin* cp cos* cp J‘(p ■+• 

^{m -f- sin* epf' [cos*qp,^* 9 P — sin* cpj'-cp — A* .siii* tp cos* 9 ]. 
Scl/t man zur .\hkür/img 


wodurch 


m -F sin* q> 


sin* tp V — »I . cos* qp = 1 — e , A^tp =1 — A*»> -F A'*»n 
wild, nud suhslituirt dies in i2S), so verwandelt sich dieser .\us- 
driii'k in folgenden 
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(i3 

— + i2ft + 1) (2« + 2) + 

'2ft + 3) <■'*+-, 

wiiriii /iir .\l)liüiyiiiig 

^ = iH (1 ^ »Ij (I -f- /f -m, 

» = 1 4- 2m + 2A-'»i + 3A’m’ 

C=\ +k^ + U-m 

)fesft/t ist. Kieser .Viisdriirk nun, inil iimitipliHrt iniil zwi- 

seluMi den (irenzeti o und g) inlefirirt, Idldel die reclile Seite der 
(ileielinnp' 27). Hezeiilinet man also mit das Integral 

rp tp 

/ r.“</<p / (m -|" “‘U* <p tr 

J J<P !*• 

" I» 

so ei'hrdi man die gesuelile Itedneliun.sl'ormel 

l2‘.)) (m -f- sin- rp/* sin g ros g ^Ig = — 2.« F^__ | 4* (2ju 4- 1 ) ^ ^ 

- '2.U 4- 2) C 4- (2fi 4- 3j'-V^ 

Mittelst dersrdlren kann man feiles Integral F^ mit einem lielie- 
Itigen Kxponenten ft auf die folgenden drei 
F„, F, , und F_, 

ziiriirkffdiren; denn Inr u ~ o oili'r p= — 1 erhält man Fj 
oder F_.j dnreh diese ilrei aiisgedriiekl ; für ft = 1 erhält man 
F., ansgedrürkt dnreh ' Fj, F, , F,,; aber F, war srhon 
dnrrh F„. F,. F_, ansgedrürkt. also kann man auch Fj dnreh 
die nämlichen drei Integi'alc aiisilrneken. Ebenso erhält man für 
ft = — 2, F_., ausgeilrnikt dnreh F.__,, F_|. F„ und also 
aneh dnreh F_,. F„, F,. Eähi'l man auf diese Weise fort, so 
ergiehl sieh, dass man für jedes heliehige ft das Integral F^ 
dnreh F^, Fj, F_, ausdrneken kann. 

Zwei ähnlirhe lledurtionsforimdu kann man erhallen, wenn 
man von den hehlen anderen iler Integrale i2r>) ausgeht. l)ie- 
stdhen lassen sii h auch ans (29) ahleiten , wenn man einmal 
rosf(' = .sin g und das anilere .Mal i lg ip = sing) und ziigleieh 
— III :r= III setzt. 

Iliednreh ist nun naehgewiesen , da.ss man Jedes elliptische ■ 
Integral im allgemeinsten Sinne, d. h. jedes Integral einer ratio- 
nalen Funelioii der Variahlen und einer Quadratwurzel ans einem 
.\usdrnek vierti'ii odi'r ih'itten, (irades. llu-ils auf algrduaiselu“, 
eyelometrisehe oiler logarithinisehe Fnnetionen, Iheils .auf eine, 
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o(l(T znd. nilvr alle der drei (ialliingeii eHiptiscber Integrale iiu 
engeren Sinne 

fn)l / d<p Ai« + Bini(p )f/qp /' ,tcp 

J J J<p ' ,/ (p (zt<p 

/nrnrkrrdirini kann. Iliese drei Formen sind nun diejenigen, 
welchen Legcndre der lleilie nach die .Namen: RIliplisches 
Integral der ersten, der zweilen und der dritten (lat- 
tnng gegehen hat. 

Wenn in dem lidegral (2(>) die Function F eine ganze Func- 
tion ist, so läs.st sich leicht zeigen, tiass die drille riatlung forl- 
lälll, lind das Integral sich allein aid' r„ und K, , also auf die 
erste und zweite (iallnng allein redneirt. Wenn nämlich F eine 
ganze Function ist, .so hat der Kxponent fi mir po.silive Werthe. 
Setzt man min in 29) zuerst so erhält man, weil dann 

das enthaltende (Ilied verschwindet, 

sin tp ros <p zl(p = B — 2CF^ 

Iliednrch kann man also zunächst aut' F, und V„ zurück- 
ffihreii. Setzt man ferner = so folgt 

(«I -|- siii'' ^),sin (p cos (p ^<p = — 2.1F„ 3fiF, — 4CFj 

+ 5*-f'V 

wodurch Fj auf F„, F, ninl f'j und damit ehenlälls auf F„ und 
F, redneirt wird; fährt man so fort, so sieht man, das.s die dritte 
(iatliing F , niemals vorkommt, also das. eine ganze Function F 
enthaltende, Integral 20 durch die erste und zweite Gattung 
allein ausgedrnckt werden kann. 


§ 18 . 


. Das ei'ste der Integrale (30) nennt man die Normal form 
des elliptischen Integrals erster Gattung. Legendre 
hat es, wenn es zwischen den Grenzen o und genuinmen wird, 
mit F(<p‘’ hezeiciinel: 


'f 



Das zweite Integral 

/ »in^ 

führt auf die zweile Gattung. Zur Norinall'orm derselben hat 
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Legend re eine iineli etwas einr.'iehere Furin gewälilt, nämlieli 
ilie Korin 


J 


^tp dtp. 


L!in jene auf diese inrnekzufrdiren, erinnere man sieh, dass man 
hat 

m + !<in- tp = • 


sin''’ tp 


Demnarli erhält man 


.ß'p "•p 


Legendre setzt nun 


I Jip dg> = El (tp) 


und nennt dies die Normairorm des elliptischen Inte- 
grals der zweiten <iattiing*L In diesen Legendre’schen 
Zeichen ansgedrückt, wird mm 


(3li 


■ f (») - i »)■ 


Hiebei ist zu bemerken, das.s, wenn man sagt, ein Integraj 
rrdirc auf die zweite riattnng, dabei nicht ausgeschioss4'n ist, dass 
der .'Vusdriick auch die erste Gattung enthalüMi kann. Dasselbe 
gilt auch von der dritten Gattung. Sagt man, ein Integral führt 
auf die dritte Gattung, so bann der Airsdrurk für dasselbe auch 
die ei-sle und zweite Gattung enthalten. 

Wir fügen der vorigen Gleichung auch <lie Ausdrücke für 
die hehlen analogen Integrale 


t I 

J> t m-|-co »« (p) rf(p l'j 


("t <p) 

Jfp 


•) Legendre batte hiefUr eigentlich das Zeichen R (tp) angewendet^ 
weil wir aber diesciii Zeichen, wie sugleich erhellen wird, eine etwas an- 
dere Bedeutung beilegen wollen, ao haben wir der Legendre ’seheii Func- 
tion E einen Index beigefügt. * 

i>iirege, elUpt. f'unclionon. ^ 
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hinzu. Man hat 

+ ro.s> = rn + 1 - ^ ^ 

ai.sii ist 

,32, , jVtfg.»)''* , y, + >. j., 

It 

Ferner ist 


•P <p 

I (»i + tg«<p)rfy — m F (w) -t- I 
,/ ^<P J co8*qpJ<j) 

i> II 

•F 

= (m-l)F(qt.: + /— ^ 

' ' ^ / cog* qp 

(r 




(33) 


Um (las letztere Integral zu ermitteln, din'erejitiire man den Aus- 
druek tg (f> dtp, dann erhäll man 

rf (tg ( p dtp) .Jcp ^<p — i*iiin*qp cos*«p 

fitp ' COS* <p ^qp eog* qp *Jqp ’ 

und wenn man ^tp = k'‘ + A-* ens’ q> sul)stiliiirl und inlegrirt. 


'g 


q>^<p = k-‘ i -p- - + / 

^ ^ J cos’qp Jip ~ J Jtp 


dtp 


— ^ ' f + I ^<p ilip — k"‘ f ~- 

Jcos'ipjip ^ ^ ,/ Jqp 


Demnarh erhält man 

T 


/■>(( / >>V . tKqjJg) £,(<jp) , , 

- X'» “ 

0 

und wenn man dies in (33' suhslituirl, 

(35) . . 

J Ji)P X' fr* 


Selzl man nneh in den Formeln (31), (32), (35) m — a, .so 
hat man aiieli 
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9 

j 'sin* q) d<JJ _ f \qp) — ( ip') 

u 

9 

i ÜOS^ 9 rfq> — *'* A ’(«p) + Ai|(qi) 

J Jtp *’ 


t 

/ tg* q) «fqp _ 


tg<f ^(p — E ,{<f) 
*'• 


(36) 


Nadidein durch die Umkehrung des elliptischen Integrals 
der ersten ('lattiing die Eiiirfihrung der eigentlirhen elliplisehen 
Fiincüoneii genniinen war, wiirik^ statt der .\in)ililude <p das in- 
tegral der ersten Gattung selbst, also wenn man 





setzt, die Grösse u das Argument für die elliptisehen Funrtionen. 
Diese Grösse führte Jarnbi mm aneh als Argument für die 
elliptisehen Integrale zweiter Gattung ein, sodass sie aUdaini auch 
elliptisrhe Fnnclionen werden, die inan, weil .sie Integrale von 
elliptLschen Functinnen sind, zum Untersehiede von den einfaehen 
elliptischen Functionen 

sin am u, cos am u, ^ am t< 

elliptisrhe Tr anscend eilten nennen kann. Da näiidich 
tp = am u, 

und nach § 4 

(l(p am u du 


ist, so erhält man 


? “ 

j jd<p d(p = j am II 

0 li 


du. 


Diese Fiinelion möge mit £(n) bezeichnel werden, sodass 
K^{fp) = E (h) 

ist. Drückt man mm in den Formeln (36) alles durch u ans, 
so erhält man 


j am u du = E[u] , 


Digilized by Google 



C8 Alisclin. IV. Voll ilün drei Gatlungeii ellipt. Inlcgrale. 19. 

N 

r. .. , u~E(u) 

I sin^ am u au ^ — ~ , 

0 

u 

f ros'^ (an u du =s ^ — , 


j 


am u du 


a»i it d am u — A'(«) 

— 


[las vollständige elliptische Integral der zweiten Gattung, 
nämlirli dasselbe für den \>'ertli der Auiplitnde g>, oder was 
ebenso viel ist. für den AVertli A' des Argnnients ii, bezeiclinete 
Legendrc mit £^, sodass 


j Jep dtp = E^. 


Wir werden es kürzer mit E bezeichnen, also setzen 

J« 

T A' 

^ ^<p dq) = j am u du = E (K] = E. 

II II 

In den ..Fiindameiileii“ bat ülirigeiis Jacobi die Function FJu) 
gar nicht, sondern führt im § 47 die Function Z u) ein, welche 
mit jener dnrcli dh; Kelalion 

Z\in = E\u] — i( 

verbunden ist, und von der weiter imleu*) noch die Itede sein 
soll. 

§ 19. . 

nie dritte Gattung entspringt ans der Form 

(37) Ir x -'t -rr- 

Legendrc hat hier als !Snrniairürni die folgende 

/' 

J (I + ’< »iii'qp) J<p 


*) Vgl. Abstdin. X\'. 


f'.oogle 
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aurgnstellt imd, das Integral znisrhen den (jrenzen o und <p gc- 
noinhien, mit 77 {(p, n) bezuiehnet. Da Jacobi das Zeieben 77 
beibebalten , aber in gänzlicli veränderter Weise angevvendet hat. 
so wollen wir, nin die Verwirrung der Zeichen zu vermeiden, die 
l.egendre'scbe N' o rma I fo r in der elli|itischen Integrale 
dritter Dattnng mit 77, bezeirlinen, also setzen 

t 

' 1 1 -f-« sin’ (p) .d/qp 

Während die elliptischen Integrale erster und zweiter Gallung 
nur von zwei Grössen abhängen, der .Am[ditude und dem Modul, 
enthält die dritte Gattung noch eine dritte Grösse, nämlich die 
Grösse n, wciclie Legend re den Parameter genannt hat. 
Dieser Parameter kann, wie aus der Entstehung der dritten Gat- 
tung hervorgeht, sowolii reell als auch imaginär sein. 

Das Integral (37) und die beiden ilim analogen, lassen sich 
mm leicht auf die iNormalform znrnckffihren. Zuerst ist 


m -J- sin’ 9) = m (1 + shi’ (p ) , 

T 

/■ rf<p 1 ^7 f L 

m -I- ros’ qp = (m -f 1) (1 - ^ sin’ <p]. 


daher 


Ferner: 


also 


J 


dtp l ry f 1 y 

(/«-(■ C08* <p) 1 ^9^’ m-J-r 


Drillens Ist: 


+ . ^ M cos*m-+-8in*® 

l;'* CP = J = 

^ ' rn«* m 


. Wl 1 • •• 

1 siir tp 


also 


cos* tp 

7 T 

i dtp J_ / (1 — dtp 

J (M+tgr’ip) Jqp ~ m ^ t gi 


1 — siii*9 


sin^qp) dfp 


- 77 , (<p, - -~) - - / 


8in*9 


V' (1 


^ i sin’ tp) ^tp 
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.Nun ist aber ‘ 

- — [l - II - ^ <P)]. 


rnilhia 


'f 

l / sin*qprfqp 

” V (1 - sin^qp) ^<p 
- -i-, 77, {tp. - F i<p) 

m — 1 ‘ ^ m ' in — l " 


1111(1 


,/ (»< + tp‘q)) i/qp m—l ^ »l (M — 1) 


• — I, 


Kür (len Fall, dass m = o ist, r('(1iicireii sich die eben belrarh- 
li'len Integrale auf die /weite ('•attiing. Eines derselben, iiämHeli 

t 


I - 

J^7 cos’ q> Jif 


lialien «ir sehon unter f;i4) ermittelt. Die beiden anderen er- 
geben sieb auf äbniirbe Weise. >’äinlieli inan bat 

(/ {cntff ip J(p) dtp A:*co8*<p 

(ftp 8in*q? dtp 

d*tp — /t*siii*qp cofl'qp 
8hl* <p dtp 

1 , /t* 8 in*(p 

Hill* tp dtp dtp 

liitegrirt man min, nm das Eiiendlielie /n vermeiden, zwischen 
den Grenzen tp und so erliält man 


= Cütg ,p Z/q, + k‘ 

,/ siu’ipjtp o -r I J Jtf J Jif 

ff • ^11 0 

lind wenn man die erste der Formeln (36) bennlzt und sich er- 
iniierl, dass F - A' und E^ = E ist, 

M 

• 7 ♦ * 

q> z/tp + E - E - F\q>) + A:, ( 9 ). 
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Dass aiulvrv Integral lässt sich auf dieses ziirrirkführen ; es ist* 

/ rf(p /(I — sie*«})) </ip P ilep / dtp 

tf* tptJtp ,7 eiii'ip .:iip ,7 sin* qp /^(p ,7 ' 

niiiiint man also nieder, um das üneiidliclie zu vermeiden, ^ und 
^ als Grenzen, so ergiebt sich 


• • J = cotg <)[> Zfqa - ip + £, ;(p). 

Drückt man aitch hier dh; Foniielu (34). (38), (39) in clti|>lisdicii 
Kundioiien aus, so ertiäll man 

K 

.1 


. 1^" — ^ coti; am u ^ am u — u E «) + A' — E 

sin* amu ^ • 


i du 

A* 

,/ 4:’«'«« 


Ij; am u J tunn 


E{u) 

'W 


+ « 


cotg am u ^ am u — E E (ij). 


(40) 


§ 20. 

nie Form, neh'he Jacohi als die NurmaHorm für die ellip- 
tischen Integrale der drillen Gattung wählte, ist folgende. Er 
scizle 

M 

/ A** Hin am a cos am n d am a sio* am udu j-. , . 

I i — zr-- r ^ ^ ^ '*)• 

1 — «■sin'om« 8iu*«M« ' ' 

*11 

Der Zusammenhang^ derselben mit der Legendre’sdien Form er- 
dicht sieh rulgciidermasseii. Da man hat 

1 

l-f-fl8in*qp 

SU ist 

t 'K ‘ ' 

' dqp z=iE(w'~ I ” äin»( p rf(p 

I aiii’cp) jjip (I -F n »i.n*<p) 

Jacohi gab nun der drillen 'Gattung in dein Falle eine reelle 
Form, nenn der l'araineier n ein negativer echter Bruch und 
absolut genommen kleiner als P ist, indem er setzte 


II. (ffi, n) = I , 
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* n = — k‘ *ill* am n ; 

lind nach Jnciihi nennt inan jetzt die (iritüse a den l'ara. 
inet er. Führt inan nun u und « statt <p niid n in die letzt« 
Formel ein, so erhrdi man 


77, [tp, «) = u + 
lind folglirh 


/ sin* am a sin* am a du 
J 1 — A’ .•iiii'owifl sin'om n 


77, (op, n) .= H + "’ ü " fj ji, Ul [n = — sin’ am «], 

* ^ ' J am a ' ■> 


wodurch der l’eherjtang vou der Legcndre'schen zur Jacohi'schen 
Norniairorm gegehen ist. 

Aus der llelhiition der Transrendenten *77 folgen sogleich 
einige Eigenschaften derselheu; zunächst ist 
77 (o, a) = 0 . 

Da ferner (§ 7. S. jS) 

sin am A' = I, cos am K = o, d am K = k'. 


so folgt 

( 11 ) n [u, A') — 0 . 

Für a — UC werden sin am a, cos am a und A am a unendlich 
gross, also ist auch 

' 77 (u. Ul) = 

Endlich ist § 10. S. 29.) 

sin am (A' + i'A'') = cos am (A* + iA''j = + 

^ am {J^ + lA*') = o, 

niithhi 


77 [II, K + »A**! = o. 


Fm den Werth der Transceiidenten 77 für den Werlh A' des Ar- 
gnnienU u zu erniittelu, müssen wir zuerst einen wichtigen Satz 
hew eisen, der in einer Relation hesleht, die sich ergiehl, wenn 
man das Argument u mit dem Parameter a vertauscht. Die.se 
gellt aus der Uetraclitiing der idciitisrheii Gleichung 

77 (u. a) - H h{a) = f I ^ rf« da 

Denn man hat 


dn («, a) Bin am a CU» am a am a nin* am u 

du 1 — A* sin'ama sin'om H 


Dl ;i|i?s,1 i V C'nogle 


(42) . 
hervor. 


1 — ib* sin* am a sin* am u 
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<Si Sa 


Ferner 


A* «in*«/« II 


1 — *« tiin*w//^/ sin^az/iu * ' 

[cos* MW a J^um a — am a df* am a — Ar*»in*<M««co8* amn\ 

'ik*s\n*amii »in*wnn cos*mwm d^rrmn 
[ 1 <t* sin* am n »in* tm «J* 


+ 


= A-(«) mul 

CU ‘ Cu CU f*u 


^ tim a. 


Bildet man mm den rechten Theil der Gl. (42), so erhält man 
nach einigen Rediictionen 

n (u, «) — II E (fl) = 



/r 

^ nmn ^ nm it A'* sin* am a cos* am a sin* 
( ] — A-* «in* am n «in* nm //)* 


«/« H COB*/l/n u . 

aa au. 


Nim ist ei'sichtiich , dass der .\tisdriick rechler Hand migeändert 
hleihl, wenn man a mit u vertauscht, da er in Beziehung auf 
diese beiden Grössen syimnctrLsch ist. Daher muss auch der 
.Ausdruck links bei dieser Vertauschung migeändert hieihen. Man 
hat daher 

n (u, fl) — u K(a] = 77 (fl, u) — a E (ii) 

oder 

77 I «, fl) = 77 (a, «) + u £ (fl) — a E («). 

Diese Gleichung zeigt, dass man das Integral der dritten Gattung 
auf ein anderes zurückriihren kann, in welchem das .Argument 
und der Parameter mit einander vertauscht sind. 

Hieraus ergieht sich mm ein Ausdruck für das Integral drit- 


ter Gattung für den Werth * der .Amplitude oder, was dasselbe 

ist, für den AA'erth E des Arguments. Denn da nach (41) 
77 (fl, K) — 0 ist , so erhält man, wenn man in der vorigen Gl. 
K statt u setzt, 

77 (A', fl) = A' £ (fl) — « £. 

Für den AA'erth A' des Arguments redm irt sich also die Transcen- 
dente 77 auf die. zweite Gattung. 
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Fünfter Abschnitt. 
Rectification der Ellipse uud Hyperbel. 


§ 21 . 

Iler Itugen einer Ellipse oder Hyperhcl wird durrh ellipti- 
sche Integrale der zweiten Gattung ansgedriickt. 

Ist 



die Gleicliung einer Ellipse bezogen auf ilire lianptaxen, und 
niinnit inan a > ft, so wird dei' Itogeii s der Ellipse ansgedriickt 
durch das Integral • 

* « , / F(«» - x*T[«' - - ft’ 

iT 

und ist dann von dem Puncte B (Eig. in welclieiii die Ellipse 

die kleine ,\xe sclineidel, au ge- 
zrdilt. Der Ausdruck unter dem 
Qiiadralwurzelzeiclien hestelil, wie 
man sieht, aus vier reellen linea- 
ren Fartoren, und zwar liegt x 
für reelle Puncte der Ellipse 
zwischen — « und -f- u. Die Iteduction auf die Norinalforin er- 
gieht sieh hier ganz von selbst; denn man wird erreichen, dass 
z zwischen — 1 und -|- 1 liegt, wenn mau 



setzt. Da sich min das liilegral schreiben lässt 


/• - — ■ T.j 

7 


so erhält man sogleich die gewünschte Forni, wenn man 
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setzt, welches ein echter Bruch ist. Dann entsteht 


/ • ( 1 — 


und wenn man noch 

z = sin <p. 


also X = a sin tp 


setzt, 


— a I 


dtp 


a El (g>) = BM. 


Da für X = o, <p = ^ wird, so erhält man für den elliptischen 
Quadranten BC 

BC = a E. 

Der Modul k ist hier nichts anderes, als die nniiierische Excen- 
tricität der Ellipse, daher kann man sagen, dass das eliiptische 
Integral der zweiten Gattung E^ (gi) den vom Scheitel der kleinen 
■\xe an gerechneten Bugen einer Ellipse darstellt, deren grosse 
,\xe der Einheit, und deren numerische Exceiitricität dem .Modul 
gleich ist. Die geometrische Bedeutung des Winkels tp etgiehl 
sich iinmittelhar aus der Gleichung x = a sin tp. Denn heschreihl 
man aus dem .Mittelpunctc 0 mit der halhen grossen .\xe einen 
Kreis, v(;rlängert die Ordinate PM, bis der Kreis in N geschnit- 
ten wird, und zieht ON, so ist BOB gleich dem Winkel tp. 


% 22 . 

Der Bogen S einer Hyperbel, deren Gleichung 
f! _ — 1 

n« *» '■ 

ist, wird durch das Integral 


ausgedrückt, und daun 
.Scheitel an gerechnj 
oder < — «, d. h. 

— a. Wenn man 


H 

U)ii 

w; 

dahe^^^ 




^■ni auf der positiven Seite liegenden 
t für alle l'uncte der (äirve ,r>n^ 
dem Intervalle -f o . . . + (» . . . 
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si-lzt, so isl z ein prlilor Briidi. Niiii kHiiii mRii ilcn vorigi-ii 
.Ausdruck ziiiiÄcIisl so schrcibcu : 


S = 


■ " /?(■'- 5 ) (■-. 4 c-?)' 


Setzt man dann 
und 


a dl 


" = r, also (Ix = - -Jf 

X 

«* _ L2 

a'+b' ~ * ■ 


so wird k ein echter Bnirh, itSmlirh das Hedproke der numeri- 
scheu Excpiitridtäl der llyppilid, und man erhält 


* ,/ :’JTi :*)(1 


HUI tp 


Setzt mau daun noch 
(43) .... I = sin (p, also x 

so l'oljit 

n 

2 

, „ " / 

(4-1) ^ ~ T J 7in»' qp J<p ■ 

T 

Dieses Integral isl nun leiclit durcli die Fuuetioueu F und £| 
auszudrfickeu. Demi zuerst ergieht sich, wenn mau für J^q> 
seinen Werth 1 — Ar’ sin’ <p setzt , 

ft ft 

T T 

S = X A- /'"v- - 

k J 8111 *^ q) Jrp J 

tp ^ 

umi wenn man den unter (38) gefundeneii Werth des ei-stereu 
Integrals suhstituirt, 

*' ~ y ''"tg 9> — y >’ (t>) + X 

bA: F {(p) 


+ T - T^- 




(45) . = y eotg (p J<p jT 

+ ^ E,(tp) - E. 


+ x'^ 
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77 


Dieser Aiisdnirk erlaubt iiorh eine Vereiufaeliiing, indem man die 
Glieder, welelie K und E enthalten, forUcliafl'en kann. Um zu 
dieser Transrnrmatiun zu gelangen, slellcii wir den gesuchten 
einracheren Ausdiatck zuerst auf eine andere Weise her. Zu 
deinselhi'ii gelangt man nämlich auch, wenn man in dem Inte- 
gral, das den Bogen darstoUt, nicht x, sondern y als die unah- 
hängige Variable annimmt. Da dies zugleich ein Beispiel für den 
Fall liefert , in welchem der .Ausdruck unter dem Wurzelzeichen 
aus vier imaginären linearen Factoren besteht, so möge es hier 
noch ausgefrdirt werden. 

Drückt mau das Dilferenlial des Bogens der Hyperbel durch 
y allein aus, so erhält man durch eine leichte Uechiiung 

worin der Bogen ehenlälls von dem positiven Scheitel an gerech- 
net wird, liier sind , wie man sieht, alle vier linearen Factoren 
des Badu'als imaginär, zugleich aber ist die Veränderlichkeit von 
y in keine Grenzen eingeschlo.ssen , .sondern y kann alle Werthe 
von — <x> bis -F X annehinen. Man kann nun leicht das Dif- 
ferential, abgesehen von dem Zähler b* -f- («* -J- 6*] y‘ auf die 
Form 

<!: 


bringen, und da nach 12 alsdann ; = tg ^ zu setzen Ist, so 
darf auch z alle Werthe von — ex3 bis oo aniiehmen. Zu 
berücksichtigen hat man nur i§ 12), dass A* < 1 werde. Man 
erhält nun zunächst 



und wird dann sofort auf die gewünsclilt? Form geführt, wenn 
man entweder 


= oder 


iji- y — - 


setzt. Allein aus den Betrachtungen ile.- § 12 geht hervor, dass 
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in ileni einen Kalle V gi-ös.ser nml in dem anderen kleiner als 
1 wird. In der Thal, set/.t inan 


mithin 


== s« wird f 


„ n«+i» . I , 

A’ = — ~ — , grosser als J . 


Setzt man alter 


«*+*• „i 
f * 


also 


5 • 1 jy’ j 

^ 'vn <l ^ 

A» 


P = ■ 1 T i kleiner als 1. 
a* o* 


Es muss also die letztere Substitution angewendet werden, und 
mit ihr erhält man 




= C- 

J } 






oder wenn man nach § 12 
(46) : = lg t(t. 1 — P = 

setzt, 

^ _ * * I ' ’l* 

K./» + A» ,/ ^ 


//* 




oder da 
ist. 


«»-|-A* 


k'\ yp+P 


c ttk^ i fitp 

' ^ ' * «/ ees* ^ ’ 

(t 

worin der Modul derseihe, wie in dem Integral (44). iiämlirh 
das Reeiproke der iiumeri.sehen Exrentriritäl der Ilvperliel ist. 
Vorstehendes Integral i.st unter (34) schon ermittelt, demnach er- 
hält man für den Ilyperhelhogen 

(48) . . . S = I tg tft -I- K’ (Kt) - ^ (K-). 

Wir schreiten nun zunächst zur Ermittelung der geometri- 
schen Bedeutung der Winkel <p und K'- diesem Ende legen 
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wir in ileni Emlpmicte M des llyperbvlbogens SM (Fig. 4) eine 


Tiingente nn die Hyperliel, welelie die Abseissenaxe itn Punrte P 
selineiden möge. Dann ist, wenn $ um] t] die laurendcn T.oor- 
dinalen der Tangente bedeuten 

H _ üV , 

,7 h* ~ ^ 


die rileieliung derselben , und daher die Knirernung OP des 
Puneles P vom Mittelpimete 0 der Hvperbel 

OP = — • 


Nun war aber in (41!) der VVinl>el <p diireh die Relation 
rt = X sin tp eingeführl, rniglirli wird 


OP = rt sin ip. 

Hieraus Tol^ die ('.onstriietinn des Winkels tp. denn beschreibt 
man ans dem Mitteipniii'le 0 einen Kreis mit der halben gros.sen 
Axe als Radius, erriehtet in /' eine Senkrechte auf der letzteren 
iinil bezeichnet mit den Durchschnittspunct dieser Senkrechten 
mit dem kreise, so ist q> die Neigung der Geraden ON gegen 
die Ordinatenaxe, also tp — YON. 

Der Winkel ^ war durch die Gleiehimg (46) 


hestimml. 
so ist, da 

ist. 


4 * 


lg t 


Ffihrl man statt der kleinen Axe b den Modul ein. 


ak' 

T 
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ak ^ 

y = -r '« 

1111(1 dann folgl aus der Glei(diiing der Ilyperltel 

X 


fl l 1 + fc'"' 

r ' T f -r ^ 


Kig. -1. 

r 



Bezeieliiiet rerner a den Winkel, den die Tangente mit der Ab- 
srisseiiaxc bildet, so hat inan 


. /Ar 

' b' « = -r • 

^ «*y 

lind wenn inan b, x, y (IiiitIi k, k\ xl> ansdriiekt, 

l" a = - — — — 

^ Asiiig.’ 

woraus aiirli 

ros a = A: sin sin a = 


folgt. Fällt inan nun aus dem MilteJpnnrIe 0 ein Perpendikel 
OL auf die Tangente, so ist 

OL OP sin a =— sin « =i " ■ zlt(> 

X a jjyi 

= a cos V'- 

Demnach ist die Bedeutung des Winkels ^ folgende: Bezeichnet 
Q den DnrchschnilLspnnct der Tangente mit dem Kreise, so ist 
der Winkel zwischen der Geraden OQ und dem Perpendikel 
OL, also 

= QOL. 


Aus dem Vorstehenden lässt sich auch die geometrische •Bedeu- 
tung des ersten Gliedes ^ tg 1b in dem Ausdrucke (48) für 

den Hyperbelbogeii herleiten und zeigen, dass derselbe das Stück 
.ML der Tangente, welches von dem Bernhrungspuncte M und 
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ML = LP + PM = OP res « + 


der aus liem MiUelpuucle gerälltcii Senkrerhteii OL begreiiül wird, 
ausdrurkt. llenn man lial 

X — OP 

COS a 

X OPf^xn^a 

cos a COR a * 

also wenn man die obigen .knsdriieke für .t. sin a. ros a einsel/.l 
lind bemerkt, dass OP sin « ■ ^ OL ^ a ros Ist, 


aJttf 


k sin Tp cot« ip 
T I« V 


a cos ^ 
k sin p * 


ML = 

woraus unmittelbar 
ML 

folgt. 

Endlich liefern die obigen Formeln auch die zwischen den 
Winkeln <p und 4> stattlimlende Relation. Renii einerseits war 


andererseits 


folglich ist 


sin fp = 


sm g> 

ajip 

cos Ip ’ 

cos ^ 


dtp 


Rieses muss daher die Substitution sein, vermittelst welcher es 
gelingen muss, den .\iis<lrurk [45, in den eiiifarhereH (48) uni- 
zuformen. Zuerst ist klar, dass dadurch das Integral (44) wirk- 
lich in (47) libergeht. Renn erinnert man sich, dass die in Rede 
stehende Siilistitution dieselbe ist, die schon iin § 10 angewendet 
wurde, so hat man auch die Formeln (S. 26 {15,1) 

k' tiin ^ k 

- = JM.- 


COS <p 




dtp dxtf 

Jtp ' Jlff * 


welche »las liLtegral (47 aus (44) uiiiuillelhar licrslellcn. Aus 
den» angeffihrltMi § gelU ahci' auch hervor, »lass »lieHclhe Subsü- 
tiition zu »l*uj Keziehuiigeu zwischen den ellipüs»‘heii Fuiictiouen 


(49; sin am (A' — u) = 


cos am u ,, \ k sm am a 

c«»s am lÄ — « = — „ 

^ tJ am u 


jd am H 


k* 


z/ um [K — m 1 —r~- 

^ nm H 

rrdirle. Wenn man daher 

ip = am V und li’ um u 

fl ii r r K # , flltpt. Kttmlianpii. 
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sptzt, so wiril die gewfliisclile rinfoi-mung zu SUiidc kmniiipii, 
wi-nii iium 

u A' — u 

aiiniiiiiiil. Ili’üfkl mau also mm ilk Formeln (45) iiml (481 in 
i'lliplisrlK'ii Fimriioiien aus, iminu man 

A' {(f-; = r, 9P = «m v, £, (qp) =. E (v) 

E (<(’) = », il> — um II, A’i (^’i c= E («) 
srtzl mul iladiirrli 


(50) ^ ^ ’’ ® ^ (A' —v)-i~j{E iv) — E), 

(51) ^ — J 'A! ~ X ^ (") 


erhrdl, so muss die crslcrc Formel in die letztere diirrli Aii- 
iialime von 

r — A' — II 

üliergelien. Itiese Herlmiiiig nirklirli ausznf'ülireii , nnlleii wir 
uns um so mehr die Mfdie nirhl vei'driesseu lass<*u, als es ein 
erstes Beispiel einer Berlmung mit idliptisc heu Fniirtioueii ist. 
.Mau erhidt zuerst aus (50 


• ~ J - ' “*8 ~ "] ^ ~ “ 

+ j [E [E — ti} — i’] 
oder mit .Vuweudimg der Foruielu (4 9) 

/r« o » • /t * . </ e- ^ 

(^2; T + « T “ + A- 


.sodass es nur tiorh auf die Krmiltehmg von E (E — ii] aukoinmt. 
Nach der Detiuitiou der Funr tiou E (§ 18} hat mau, weuu der 
lutegratioiis-Burhstahe mit « hezeiehuet wird. 


E(E—h) 



am a ila 


h K 

■ I /i- am <i da — j t/-’ am a da, 
u A-'« 


oder wenn mau in dem letzten Integrale fi -- E — u setzt, wo- 
diueh die tiiamzeii in llezhduiug auf ß iii ii und o fd»ergi*hen, 
mul weil aiieh 


f ' 

I .P am a da — E {<? 1 S.) 

*t» • 
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ist. 


(53) 


f (A 




^ am {A' — ß ilß 


= E 


, / a» 


am ß 


nie Kriiiitleliing diesps Inlogi'iils kann nai'li der in § 19 Iten-ils 
mehrere Male angenemlelen Methode, diireli lliirereiiüaliim eines 
geeigneten .Viisdnirks gesrlielien. Man könnte es auch leirlil in 
trigouoniet rischer Form darstellen. itideni es durcli am ß — {p in 


I 

•J 

übergehen würde; wir wollen alter die Rechnung lieber ganz in 
ellipliscbeii Fiinclioiien dnrehrübren. .Man gelaugt zu dem ge- 
suchten Integrale durch Dinerenliation des Ausdrucks 


Da nun 


tg am u 
mJ am n 

fi tg am u 
du 


^ am u 


COM* am it 

ist was sich ebenso, wir die Formeln 2) § 4 ergiehtl. so er- 
bält man nach denselben Foriueln 

am H 


d 

du 


sin’ om u 

/ tg am u \ COM* ftm u 

\ J am N J z/* um u 


l 


cu4i* am H 
l 

am H 


Bin* am u 
i/* am u 

I 

^am u 


1 . 


und demnach durch lnt<>gralinn 

U U 

j du tg aut «ly / 

^ Jp am u J Am M ,/ «o«* am u 

ti n 

Snt>$i(iliiirt iniHi mm <lni imUrr (40) l>esliinmli'n W«*rlh des 

letzteren Integrals, so entsteht 


j 


du tg am H tg am u J am u , K(tt) 

^ aut H ^ am m k * 


I 
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oder «eil 


k"^ — z/’ am II ~ — A:* n*s’ am u , 


■:,i) 


.1 


^ am H 


am u cos am u . fC (m) 
k'* jf am u ^ A''* 


niese.t; imu in (53) suhKtitiiirl. liefei l 


K {A' — «) = A’ — A (»/} + 


A'^stii am u am u 
^ am u 


«eiche l•'ü^Mel einen .•ijieeiellen Kiill eines .illgeineiiieren , s|»riler 
zn l)i‘« eisenden , Siilzes eniliidt.*) Ileii elien gefundenen .Viis- 
dnick liet man nun in 52) einznset/en. liann fulgl 




«A« 

k 


tif am H . ak sin am u cos am u . ak‘* a „ , 

H , + „ - - E K 

J am M k k 


J am N 


und, indem man die beiden ersten ('•lieder inil Amvendnng der 
Formel 

k - + k' co.s- am ii =;' zJ' am u 

vereinigt, 

S = lg am II _/ am u -f- ii — A (ii). 


«odnrcli die lileiclinng (.51 liergeslelll ist. 


Sechster Abschnitt. 

Ueber fiiic Substilülioii der zweilm Ordnung zur Re- 
diidiun der elliptigcbeu Integrale aul' die Norinalfunn. 

§ 23. 

Wir gehen jetzt zu der Itelrarhlnng einer Snhsiiliilinn der 
z«eilen Ordnung üher, für den Fall, dass die i:rös.se nnlei' dem 
(2iiadral«urzelzeirhen ans lauter reellen liiii'aren Faelnren besteht. 
Diese Snitstilnilun ist einer besonderen .Vijfmerksainkeit «erlh, 
einmal, «eil sie in vielen Fallim einrachere Hesnltale liefert, als 
eine Snhslitniion der ersten Ordmiiig, dann ahi'r, «eil «ir hier 

*) Vgl s 
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<Hc (.hiellf! linden werden, ans welclier die in den §§ 8 und 10 
HnffewendelPii Transfiinnalionen (liessen, und ilie uns dann aiicli 
dazu liilimi wird, die elli|ilisrlien Fiincliiinen niil rineni .Modul, 
der }{i-össer als ] ist. oder iiiif iuiag:in.ärein .Modid auf elliptisclie 
Funrtioueu mit reelleni .Modul, kleiner als 1, zurückzuführen. 
Hezeielmeii wir wieder wie früher mit 


/ f/j.’ 


das zu transformireude Integral, worin 

R = y A (a; — p) (.c — tj) (j; — r] (,t — s) 
ges«-tzt sei, so ist dieses Integral aid' die Form 

r rf: 

^ ./ -in (1 

zu hriligeii. Dieses kann nun diirrli eine Sulislilntion von der 
Form 

( 2 ) ^ 




geselielieii. .Man kann nämlirli den Ausdrnek (1 le.u'hl in einen 
anderen mnwandeln, in dem ilie Variable ist. Setzt man näni- 
lirh 

= ;/ 

und nimmt an, dass ; der positiven Wurzel aus y gleirli sei, so 
wird 

,,, — i !bL 

mithin 

= A. 


Fd-cn (I— *»!*) ' ' F,'/(I - in ti - *’.'/) 

Iladureh erhalten wir nider dem Wnrzelzeiehen einen .Vnsdrnek 
\om dien lirade, welcher für die Werlhe o, 1 und von y ver- 
schwindet. Die vierte Wui'z<d der tileiclmng .'/ (1 • <j) (1 — A-'y) 
= u können wir alsdann, wie. früher (§ 11) gezeigt worden i.st, 
als mieuillich gross ansehen. Deuinach siiiil 

0 . 1 . =<0 

die Werlhe von y, welche den Werthen 

p, <l , r, .< 

von X ents|irecheii müssen, und wir wollen annehmen, dass dies 
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aiicli in iler «ngei^pix-neii Keilicnrulgt- (l«r Fall sei. naiiiH 
ein priitcr Itriirli liahen wir nur ^ zwisrhon 1 nnil ^ 

liegpiid anzunehuieit , und damit y oder rin wliter Krudi bleibe, 
liat man au die Stelle von p und 7, nelrlie den Wertbeii 0 und 
1 von 1/ eiilsprerheu sollen, diejenigen beiden Wurzeln der (il. 

: — II zu setzen, zwiseben welrlien die (irenzen iles Integrals 
liegen. Es greil'eii hier wieder 'die Bemerkungen des § 13 Platz, 
lind in derselben Weise wie dort beslinnnt man, welche Wurzeln 
man an die Stelle von r und s zu setzen hat. Aiirh ergeben 
sieb liier wieder in jedem Falle zwei Substitutionen, indem bei 
der einen .r und y gleiebzeitig abnehmen oder wachsen, bei der 
nderen iiirht. 

Substitiiirt man nun in die Gleicbinig (2). die, durch y aus- 
gedrückt, lautet 

r - - " + 

c + dy' 

nach und nach die Werthe p, g, r, s von a- und die ihiieii eiit- 
s|)rechenden Werthe «. 1. — , cc von y, so erhält man vier Glei- 

chungen, die zur Uestimnning der drei Verhältnisse der Grössen 
II, h, c, d und des Werlhes von k‘‘ aiisreichen. .Man erhält da- 
durch nämlich 

n a-^h k*ii -}- * 

p --- V 'i = c + .r '■ = J^-d' * = T- 


’ indem man in die beiden mittleren Gleicbungen die aus der 
ersten und vierten folgenden Werthe 


a = pe h ~ s d 


einsetzt, ergiebt sich 


p c fd 


q = 


c d 


i +1’ 


lind daraus 


p — q 
q — H 


Ebenso erb.ält man 


p e-\- ad 


q — a 

k‘ + !!-J. 

q - s 
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(iikI daraus 


(:<) 


k-i {r - ,,) = (s - r) " - 
. . . k- 


(/' 


t/) ( r — ii 
I ) (y — i) 


Ferner erhall riiaii 


p r X Hp 
r + iiy 


l> + *■ 


. P 




1 + !::! y 


(j) 


.f. — i> (y — »1 + *(/» — » I II 


'/—* + (/» — '/ 1 .'/ 
iiml (laiiit, wenn man der Kürze wegen den Nenner 


selzl. 


9 — s + ip — y) y = y 

(p—a )(p—if)i/ 

.V 


(y-yUy— .«I — (p-ylfy-Jtly (p-g)(i/ *)(l y) 

X — q— jr — 

— (r t){p—q)y (p r)fy ji)(l A'y) 

.e-r 

(P— *) ( ?— » I 

x-s— 

also 

.7 X — p) ix — y' [x — r) [x — s] = 

— A{p - -/)* ( p— r) 0'— * I’ ( ?— *)"M • — .'/) ( I - *■*.'/) 

■V^ 

Ferner wird 


(5) 


,jx = -»)+(/< 

__ _ fp— yKy-'Up-») , 

— A’ 

also 

^ 1 rfy* 

•' //(a:— p)(x— y) (.r— rj(a;— *) — /< (p -r) (y— *) .yll -//Hl — A’y) 

_ 7 <hj 

~ .7(p r)(y-*)‘ 

wovon iKc posilive oder negative Wurzel zn neliiuen ist, je nadi- 
dein y mit x gleirlizeilig warlesen soll, uder nieht. 

.\iis den Formeln (5) kann man auch durch Uivisioii die 
ridgelideli ahleiten: 


Digitized by Google 


88 Alischn. VI. UclHir oine Siilistituliun der zweiten Ordnung etc. 


x — p 

4? — Ä 

^ = 

X — /» 


X A 

und erhält, neun inan 


_ 

1-x 

P~9 
P— * 

P -r 
P—K 


y. 

(1 - y). 

(1 - -fr’y) 


also 


y 


1 - y = ros’ tp, 1 


sin- vp, 
— Ic ‘y - 


^tp 


setzt, daraus 


. - q — s .V - p 

Sill’ m = — I . 

^ l> — q T — * 


ros- tp -■= 
J‘tp = 


( 7 ) 


p-‘ g 
P — q ,r — Ä 

p — * X — r 
p — r X — » 

Sind die Wurzeln der (ileirhung fl’ = « wieder wie früher 
«. ß, y, d. sodass 

a > ß > y > 6, 

so hat niaii folgeiuies Siieina iler einander eiits|ireiiieiideii Werthe: 
1] z’ und X II eh Ul eil gleichzeitig zu 

r’^- o. I, ^ 

X = p, q, r, s 

« > X > ^ X — ß. a, d, y 

ß > X > y y. ß, a. d 

y > X > d d, y, ß, K 

d > X od. X > K K, d, y, ß 
2i i’ wächst, während x ahniinuit 
P, ?. r, s 

a > X > /J K, ß, y, S A negativ. 

ß, y, d, a A positiv. 
y, d, «. ß A negativ, 

d, «, ß. y A positiv. 

Ilieses Scheuia zeigt, dass in allen l•'^dlen, wo es sich inii ein 
reelles Integral handelt, sowohl der .\usdniek — A (/; — r) (q — 
als auch der für Ar’ positiv wird. 


A negativ. 
A positiv. 
A negativ. 
A positiv. 


^>X>}' 

y > X > d 
d > X od. X > « 
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l’iii die Ainveiidbarkeit dieser Traiisformalinn der z«eiteii 
OrdniiiTg zu zeigen, wollen wir das Integra!, welches in der l'en- 
delanrgnhe die Zeit angield, noeli einmal vornehmen. Wir fan- 
den für dasselbe § 15. K. fl 9) 


.r 


d.T 

l)(a--n){x-|-I)’ 


worin ,r = eos und a ■ = ros k gesetzt war, und xl> die zur 
Zeit l statlfliidcnde, und a die grösste Ablenkung des I’endels von 
der Verticallinie bedeutet. Ks war im § 15 gezeigt worden, dass 
liei dieser Siibslitulion, ros = t, eine Transformalioii der ersten 
Ordnung nicht auf die einfarlisle Komi führt, dass man vielmehr 
hei .Anwendung einer solchen sin ^ 4' als neue Variable einfnhrcii 
musste. Wir wollen mm zeigen, dass das voi-stebende Integral 
durch die Substitnlinn der zweiten Ordnung die einfachen Kur- 
mein liefert. .Als Wurzeln des Itadirals sind hier der Orösse 
nach geordnet anzunehmen 

-Kl. ft. — 1. -X), 

und X liegt zwischen 1 uml a. Will man mm bewirken, dass 
z‘‘ wächst, während .r ahnimmt, so hat man nach dem letzten 
Schema zu setzen 


;< = 1, q ^ a. 
und erhält dann nach (3) 

^., _ t — « I — cos « ^ 


— 1 , s = oc. 


i|Z I 

II 2 


also k -- sin 


Kerner nach (7) 

- — «il|2 


t t — COS tp 

■ li 1 — cos a 
.sin ^ 4 = .sin J « . sin q>. 


— sni‘ qp = — 5 = , — . , mithin 

^ I — II 1 — CO» n «Ul* ^ « 


endlich nach (6) 

f/j-t 

-- (x - rti'(x-|-l) 7^ ---T'O’ 

und da die negative AVnrzel zu nehmen ist, weil x und : nicht 
gleichzeitig wachsen , 

rf.T llZ 

(X -K 1 1 ' 


endlich, weil <p = o wird für a:=l, 
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^ // »/ M 

tt 

wclclifs die im § 6 imii (laiiii winifr im § 15 gcjjebciipii For- 
mrlii siml. 


§ 24 . 


Die im Vorigen imseiiiHiulergeseti^ie Mellimle erlaiilit eine 
selir uielilige Amveiuluiig aiil' die Verwamliung eine:; liilegral.s 
«Oll der Form 


( 8 ) . 


/ • ,h 


welelies zwar dieselbe Form, wie die Nurmalform lial. in welrhem 
aber der Modul P sowobl grosser als 1 , als auch negaliv, X 
selbst also auch imaginär sein kann, und in welebem aiieli die 
(Irenzen der Integration die Werihe — 1 und + 1 iiberselirei- 
ten. Wir werden dadnreh zu den Formeln der 8 und Kl 
gefribrl werden, zngleicb aber ancb itelationen erhalten, mittelst 
weleber elliptisrbe Fiinetionen, deren Modul grösser als 1, oder 
imaginär ist, auf elliptisehe Fiinetionen mit reellem Modul, der 
ein eebter Brneb ist, znrnekgcrfilirt werden. 

Verwandelt man nämlieb das Integral (S) .ilinlieli wie (1) in 
eines, das v‘ als l'ariable entli.ält. indem man 


setzt, so erhält man: 


= X 



flv 

o (I “IVj 




I l’a.) 


•Ms Wurzeln des lladieals sind liier die Wertlie 


X — (I, 1 , , Xj 

anznseben. Diese kann man niiii auf 24 verseliiedene .Arten den 
Wertben 

y = o, 1. 30 

eiiLsprerben lassen. Diese 21 Anordmiiigeii tlieilen sieb in ,1 grosse 
(■nippen, zu je aelilen ; näiiilieli 
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1) liegt ~ zwiselien 1 im<l ■xi, so ist A'* < 1, 

2) - - - o - 1, 80 ist A* > 1, 

3) - - - — 3C - 0 , so ist A- negativ, also A iiitag. 

.lede dieser 3 (iruppeii bestellt wieder ans zwei Tlieileii; in dem 
einen «arhsen x und y gleirlizeitig, in dem andern wärlisl y, 
während x abniinnit. lüe 4 Anordnungen jedes dmser letzteren 
Tlieile entstehen endlieii dtnrh cyclisdi« Vertausehiing der Kle- 
inente einer dieser Aiiordniingeii. Hadtirrh wird die .Aiifeinander- 
folge nieht geändert, sondern nur bewirkt, dass nach und nach 
jedes Intervall der Wertlie von x einem anderen Intervalle der 
VVerthe von y entspricht. Ilienach erlnält man nun folgende Ta- 
belle : 

y = t'* = o, oo. y niminl zu. 



< 1 


>l^> 1 
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131 

<X, 1. 0 

14) 

I. ^ 

i.y. 

i’ "• ’ ‘ 

Hi) 

0, cc , 1. i 

17) 

0, 1. *, i 

18) 

1, OC . 0 

Hl) 

1 

OO, 0. 1 

20) 

i- '• ^ 

21) 

i- " 

22) 

OO, 1. 0. l 

231 

1. 0, OO 

24) 

0. OO. 1 


X niiiiriil all 


X iiiimiil zu 


X iiiiiiinl all 


A* > 1 


A- negativ. 


Ks winl ntitt iiiclil tifilhtg seht, alle 24 TranKlonnalioiteii 
iliiiTltzittieluiieii, ila sielt aus einer wieder nieltrere andere alilei- 
teii lassen. Ks sei alter lienierkt , dass die ersten 8 zu den iti § 8 
und 10 entwiekellen Formeln rühren, die atis den .Snhstititliotieii 

stn qp = itnd stii qp = t lg i(' 

Itervorgiiigeii. Wir werden diese anrsnelieii. ztierst alter ans den 
1 ersten die Werthe des ellipliselien Inlegrals zwiselien den Kreii- 

zen 1 ... i -j- ... 3c, — 30 ... 0 erniilleln. 
k k 


Mr. 1 lieferl nirhl.s .Neues, weil t’ .stels zwischen den- 
selhen (Grenzen liegt, wie z’. 

In Nr. 2 ist p — 1 , q = r = oo, s = o. Folglich er- 
hält inan ans (,3i 

.. 1 i 

k- = j- = 1 — also A k . 

~ Ä» 
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Deinnarli aus (7) 


sin''* <p — ^ — 


1 

T» 


» - I 


1 — 


1 — r* 
*V ’ 


und wenn man aurh 
einfülirt. 


xT'* 


. !> COS* K> 

Sin' tp = — 


** sin* 1(1 ’ 

sodass eine der beiden (irössen, (f> oder [z oder »), imaginär 
ist. wenn die andefe reell; endlieh liefert (6), da e und z gleieli- 
zeitig ziinelunen. 

1 «) 


/ * ,h r dz 

.Nun liegt V- zwisrhen den Grunzen 1 und -j, d. Ii. zwisrii 

1 ^ 
und wenn z’ zwisrhen o und 1 liegt, also erhält man| 


t 

k' 


j * tiv I ^ Hz 

y(i - ”’) ( 1 ~ V ’ 

1 u 

also aurh , wenn inan A- statt A' und dann ehenfalls A'' statt A 
setzt. 

r 

(10, - *- iA '. 

.Niiuint man aber in (9 die obere Grenze unbestinnnt , so bat 


/• rfe /■ dz 

J y(l~V)V - W) “ ij / (1 -z»)tt --A*z 


oder 


** 


Setzt man also nun 


)(t -A*z*j 

— A" = 1 l‘ _^_jL=z—r- 


soda.ss 




: “ siii (p r= sin am u. 
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so »iril 


i* II.'' 

I , = — «/ + A 

,7 F(l-r*)(l 


uml 


sin tl» = sin am ( — in + K' , A'j. 


Nmi lielerl ilie vierte der Formeln (5) 
1 


pi + 


*' I (Hier »■-’ = , Jpr^. sin (/- = ' 


(■ - 




-»9 


Deiniiarli wird 


sin am { — tu + K', k'] = 


J am H 


Oller 


sin am (tu A’j = 


^ am (m, A’* f * 

welrlies die erste der Formeln (ISl § 10 ist. 

.Nr. ;t gielit l> — — oc. r — o, s = 1 ; also wird 

A = A, 

r = r -ü— . 

./ Ftl-r»)(l- *•»•; J Ftl-:’) ( I 

also weil zwisrlien und cx> lie^t, wenn r'^ zwisrlien u und 
1 lie^t. 

/* _ ''i 

^Kl t-»‘HI -A*e*) j/ Kd -*’:•) 

k 

Nimmt man die oltere Grenze nnlie.slimnit und zerle);4 das Inte- 
gral von o liis V in Integrale von n Ins ], von 1 liis und von 
bis V, so sieht man, dass man ans dieser Transrorinalion die 
Formeln für das Argument « + A' + i'A’' erhalten wird. 

Nr. 4 liefert j> = oc, 9 = o, r = 1 , s = , damit ist 


k‘ — - 


A« 


l = k'. 
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r (h 1 / rf: 

CC i 

:ilso (lui'cli Vi-rtauschmig von k mit k' 


0 

r . 

J y(i-v>){i-kV) 

.. , je 


ih’\ 


Ijn nurli 3:11 dvn olien bniiilztL'ii Subslitulioiii’ii 

sm <p = mul sm qp = » tg if» 

zu (.'i'lniigeii , lu'trai'hteii wir iiorli >r. 7 und 8 der obigen Ta- 
belle. 

In Nr. 7 ist i> = I , q = n, r = ao, s = also erbidt 
iii.aii aus ( 3 ) 

I ^ I 

k' = k- und aus (7) .sin'-' ip ~ • ' j . oder wenn mau 

^ — pj 


setzt. 


X = sin- ty 


. cos g» 

sin <p = - — • 

^ Jip 


In Nr. 8 ist 


p = 0 , y = 30. r = p , s = 1 . 

Hamit wird 

k- = 1 — A-, i = k', sin^ qp = ^ ^ = — tg- 4'. 

sin qp = (■ tg lii. 

Wir geben mm zu der l'ntersucbuug der Ffdie fdier, in 
deneu P > 1 ist, und belraeblen zuerst .\r. 9 <ler obigen Ta- 
belle. liier ist 


also wird 
ferner 


1 

p = 0 , '/ = ji. r == 1 , jr = 00 . 

* _ 1 ;i _ ' . 

~ X*- ^ ~ k' 


•> • v; I sin’l» 

y = = snW (p = Px = X = - ^ j - 


und ebenso narb (7) 
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cos- (p 




1 


= 1 — — 1 




sin- tl> 




J‘‘cp = i r- f — Cü.s'^ i' 


und fülglicli: 

(11) sin i’ k sin qp, cos ^ 

Endlich ci'liält inan, da x und y von o an glcich/cilig wachsen, 


r — — = /- 

yx(x— l) (jc — k*) 


rfy 


Vt/0 y)(i-**.v) 


oder 


ir 

/ !•_ . 


Scl7.t man nun 


so wird 


./ /(!-.-’) (1-g. 

/• * 

0 

r 

,/i 


dcinnach 

sin tp -- z ■= sin «m m. sin z=: r = sin am 
lind dann ans (II) 



= k sin am u 
^ z/ am II 
= cos am u 


in) 


»mlnrrli die elli|itisclien Fnnclionen mit dem .Modul ^ auf .solche 
mit dem .MimIiiI k cediicirt \> erden. 

l'ni auch das vidiständige Integral zwi.scheii den (iren/en 
n lind 1 /II erhalten, hrauchen wir mir in imserein Sehenia nach- 
/nsi-heii, welche Werihe von r den Werlhen o und 1 von v in 
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Nr. 9 erite|)r«cbcii. Dies sind die Werlhe o und * , demnacli 
bat man 



und also narb Formel (10). je nacb dem Zeieben, das mau im 
zweiten Integrale der Wurzel giebt, 


f, 




4 -^ ^ = k Ih' + iA"j. 


0 

Dies lässt sirb aiieli S4i ausspisecben : Gehl k über in , so geht 
A' über in A (A' + lA''). 

Wir iihergelieii nun die geiianere rntersurbung der .Nummern 
10 — 16 wek be die übrigen F'älle, in denen A* > 1 ist, enthal- 
ten, weil man die Resultate derselben auch erhalten kann, wenn 
man in (12) statt u die .Argumente u -f- A', m + lA'' etc. siibsti- 
tiiirt, und überdies die Zusainmensteliung dieser Formeln weni- 
ger wirblig ist. 

Belrarbten wir rieliuebr die F'älle, in denen negativ, also 
A rein imaginär ist. Aber auch diese kann man unmittelbar 


erledigen, wenn man bedenkt, dass das Coniplemciit von ^ rein 
imaginär ist. Man bat nämlieb 




1 


T' 


ik' 1 

folglirh ist ^ -«las Gomplement des Moduls Nun haben wir 

früher (§ 81 gesehen, dass man zu den elliptis<-beii F'unetionen mit 
ruiuplementärem Modul übergebt, wenn man das Argument rein 
imaginär werden läs.st. Setzen wu' daher zuerst in den Formeln 
(12) iu statt II, so ergiebt sirb 



Dure^o, vUipi* FMOclioneii. 


k sin am (iu, k) 


7 
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eos am 

(kiu. ; 

^ z/ am 1 

[im. k) 

A am 

(Am. ; 

\ = cos am 

(m. A) 

tg am 

(Am, ; 

\ k sin am (in^ k) 

1 d am (IM, k) 


und wendet man dann die P'nriiieln (]2) des § 8 an, indem 
ik‘ 

nun 

Ar 


das ()oni|ileinent von 

wird, so crlirdt man 

i tg am 


c= ik li' am ,u, 


1 

d um' ( A' ) 

cos am 

(*- 

cos am (m, k ) 

zf um 

(*”■“) 

1 

cOTi am 


cos am (m, k' \ 


und folglieli: 


*) = 

(-1:) 


I Ar sin am («. A‘‘) 
^ am («. A*') 


k Hin eua («, k') 
J um jt' ) 
cos am (u, k') 
d am ( u, A') 


ros ntft 

^ nm ( kii, ^ = — ! , 

kl J tm 1«, k } 


(13' 


lg am ^ku, = Xtlgum (u.k'j, 

Setzt mau in der ersten die.ser Kornieln u = A'' und erin- 
nert sieh, dass (narli 7} am [K\ k') -- also 

sin am k ’,k'j =1, am h ', k'j — k 


ist, SU erhiilt inan 




Geht man aller von der elli|itisehen Funelion znin ellijitisi'lieu 
Integral hher, s« folgt, weil kk'' das .\rginnenl und der Mo- 
dul ist. 
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tiv 

v*\ (1 


0 

Defnnai'li ist kk' iler Werth des vollsläiidigen Integrals fflr den 
Modul '* . Mit Herürksirhtigiing des Kn'dieren erhält man also 
foigeildes Uesnitat : 

Wenn k in * nbergeht, 
so geht k' über in '* , 
ferner A’ in k {K + >K') 


lind A'' in kH'. 


Siebenter Abschnitt. 

Das A (I li i t i 0 n s l li c 0 r e in. 


§ 25 . 

Wir gehen nnn /nr Uetraehlnng derjenigen Eigensrhafl der 
elli|itisehen Inlegraie über, ivelehe histurisrh der Ansgang.s|innel 
für die Entvvirkelung der Theorie gewesen ist. zu dem sugenaiin- 
ten .Additioiisthenrciu. Dieses lässt sich, vorerst allerdings 
noch in beschränkter Weise, folgendermassen anss|)rechen. „Wenn 
man zwei elliptische Integrale erster riattnng inil gicirliem Mo- 
dul addirt, so ist ihre Summe \iiedernin ein ellipti.si-hes Integral 
mit dem gleichen .Modul, und zwar so, das.s die obere Cirenze 
des letzteren Integrals eine algebraische Function der oberen 
(Irenzen der beiden ei-sten Integrale ist.“ Oder, wendet man die 
LegendreVhe ISezeichnung an, so kann man sagen : Die Summe 
der beiden Integrale F (tp) und F (tp) ist einem solchen dritten 
Integrale F (o) gleich, dass zwischen den trigonometrischen Func- 
tionen der drei Amplituden tp . (fi und a eine einfache algebrai- 
sche Kelatiun besteht. Daraus wird sich dann ergehen, da.ss die 
elliptischen Functionen der Summe zweier Argumente auf ein- 

7 * 
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faditi Weise al(,'ebiais( li «liiieii die cUiplisiheii Kiiiielioiieii dei- 
eiii/eliien Argumente aiisgcdriiekt werden kdiinen. 

Diesen Satz entdeckte zueist Fagiiann*) an dem speeieHeii 
lnt<‘gral, welches den Dogen der I.emniscate ailsdrnckt {§ 16) 
und lehrte dadurch die Dogen dieser Cnrve addireu. Alsilaun 
bewies den.selben Euler**) für das allgemeine elliptische Inte- 
gral der ersten tiattiing, und I. a g ra ii g e ***) gab später eine 
sehr elegante Ableitnng die,»es Theorems, wmlnnh er Eulers De- 
wunderung in hohem (irade auf sich zog. 

Es wird zum VerständnLss iles Folgenden förderlich sein, 
wenn wir dieselben Detrachtnngen . die uns zu ilein Additions- 
tbeoreine fühlen «erden. zuei-st in der Trigonometrie anstellen 
und dadiu ch auf einem von dem ge« fdndichen ganz verschiede- 
nen Wege zu der bekannten F’imdainentalformel der Trigono- 
metrie gelangen. Fm abi-r zunächst diesen einznschlageiiden Weg 
ei-st aiisznmilteln , gehen «ii- von letzterer, nämlich von der be- 
kannli'n F'ormel 

sin (m -f- >’) = sin u cos c -f- sin v cos ii 

aus. Ans derselben ergiebt sich die entsprechende Formel für 
die Arcus Sinns, «enn man 

sin it = j-, sin r = y, 

also 

cns M = y 1 — .r-, cos e = //] — (/-. 

und ausserdem noch 

c = X y'l — tf -I- y y'l — x‘ 

spIzI. 

arr sin a- + arr sin // = arr sin r. 

Drückt imiii nun ilic Arcus Sinus iliircli itic sic tlarslpllpiulcn lii- 
lc|;ralp aus, su lasst sich <Hp vorijfc (■Iciciuing so sclircihcn 



♦jFft^nftnode Fagnatii. laegrcudn.' citirts Produzioni inatoniatiche. 
1750. Atiftsmlom fimlct »ich in PojrKcndortTfl Würterbiich angejjeben; 
Metodo por nn»nrnrc la Icumist'ata (('itorii, de LeUerat. 17IH). Ich hnho 
mir keine» von beiden vcrschaftcn könneit. 

Killer. Institntiom»« cnlcnli integrali». I. Sitct. *2. • Cap. 6. 
Lagrango. Theorie de» fonctions. I. § 70 ff. 
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Üaraus erhellt, (lass das Integral, das den .Amis Sinus darstellt, 
die im Additiun.sthenrcine ausgesprorliene Kigeii.srhaft hesitüt: dass 
iiämlirh die Summe zweier stdeher Integrale einem drillen ähn- 
lichen Integrale gleich ist, von dei- itesrhallenheit, dass die obere 
(irenze c des letzteren eine algebraische Fimctioii der oberen 
Grenzen x und y der beiden ersten Integrale Ist, nämlich 


(2) . . . . c = a- J^I — y'-' y — x^. 

Nim ist aber die Gleichung (1) niclds anderes, als das voll- 
släiiilige Integral von fidgeinler Dilb-renlialgleii linng 


(3; 


ilx 

rf-> 


I 'hl 

rr:? 


und c .die willkürliche Gonslante der Integration. Denn inlegrirt 
man diese Dill'erentialgleiclmng Glied Inr Glied, und nimmt eine 
nilikürlichc (äinstante 6' so, dass die unteren Grenzen der beiden 
Integrale Null sind, so erhält man 



Die Gonstanle C kann man aber dnrcli eine andern (konstante 
c ei-sel/en. In der Diirerentialgleiclnmg (d) ist nämlich jede der 
beiden Veränderlichen x und y als eine Kunclion der anderen 
zu betrachten; jedem Werllie der einen entspricht daher ein 
Werth der anderen. Bezeichnet man imn mit c denjenigen Werth 
von tj, welcher ilein Wecibe x o ents()cichl, und setzt diese 
Wertlie in diu Integralgleichung (4) hinein, so erhält man, weil 
für jc == 0 das erste Glied verschwindet, 

Ti 

.und damit die Gleichung Ü . 

Die Gleii Innig I2i, die. die Kelatioii zwischen den oberen 
Grenzen der drei Integrale auss|iricht, ist aber auch nichts an- 
deres, als eine vtdisländige liltegralgleiclunig der Diflereiilialglei- 
chung (3‘; denn .sie ist eine endliche Gleicliung zwischen den 
Variabeln x' und y der DilTerentialgleicInnig und enthält eine 
willkürliche Gonstanle c, die in der DilTerenlialgleichnng nicht 
entliallen ist. Jede endliche Gleichnng aber zwischen den Varia- 
bein einer DilTerenlialgleichnng, die so viele willkürliche Gonslan- 
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len eiilhäll, als di)^ Ordmmg dci' DUfenmttalgleichunK Eiiib«Uen 
hat, ist <>iiie vollständige Integralgleirlmng der letzteren. 

Hieraus gehl nun hervor, dass man die (ileiehiing (2) wieder 
erhalten wird, wenn es gelingt, die itincrenlialgleichiing (3) an- 
ders als durch gliedweise Quadratur zu iutegriren. Hat man die 
(ileichung (2) alter gefunden, so folgt aus ihr in Verhindung mit 
(I) auch umgekehrt wieder die Fundaiiientalformel der Trigono- 
metrie. 

Es darf nicht hefrenideii, dass hei dieser ilelrachtung die 
(Irdssc c als eine willkürliche Cnn.slante aidtritl. Sie ist in der 
That nur in so fern constant , als nach ihr in der lliffcrenlialglei- 
rhung nicht dilTereiiliirl ist. im l'ehrigen ist sie veränderlich. In 
Jacobi’s grosser Ahhnndhmg filier die nilTerenlialglplchungen *) 
lindcl sich eine Stelle, die in Beziehung auf diesen Punct ebenso 
treffend als lehrreich ist. Es sei daher erlaubt, dieselbe hier 
anzilffiliren. Sie lautet in der Uebersetznng so; „Es ist ein sehr 
wichtiger Salz der llillerentialrcchming, dass Functionen, welche 
durch Differentialgleichungen hestlnnnt werden, immer mehr Va- 
riable enthalten können , als die Differentialgleichungen , aus 
welchen sie bestimmt werden. Diese Variabein, welche zu 
denjenigen hinziikonimen , die in den Differentialgleichimgen ent- 
halten sind, werden von den Analytikern willkfir liehe kon- 
stanten genannt; t:nnslanten nämlich, weil auf ihre Verän- 
derlichkeit in den gegebenen Difrerentialgleirliimgen keine Kück- 
siebt genommen wird, und willkürlich, weil sie nicht zu den- 
jenigen constanten <irö.ssen gehören, die in den gegehenen Dif- 
ferentialgleichungen Vorkommen. Man sieht aber in einer Diffe- 
rentialgleichung jede (Irösse als constant an (obgleich sie 
sonst veränderlich sein kann), nach welcher in jenen 
rileichnngen keine Differentiation vorgenonmien ist.“ 

Wir wollen uns nun für einen Augenblick in der Trigono- . 
melrie auf denjenigen Staiid|mnrt stellen, den wir in der Theorie 
der elliptischen Fimctionen gegenwärtig einnehinen. Wir wollen 
also den Zusammenhang der trigonometrischen Functionen mit 
den cycloinelrischen Integralen und daher aiicb die Differential- 


*'} .lacobi. Pitucidatioues de acqtiatiomim diffcrcntinliiim viilgarimn 
systematia carurnquc uoniiexionc cum aequationibus diffcrentialibiis par- 
tialibiu linearibuB primi ordinis. Crelle’s .Tnara. Bd. 23. p.5. 
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(luolii'iilpii jriier als bekniiiil aiinelunPii. *) Itagcgpii wollen wir 
die Kiimlamenlalrorinel, niillelsl welcher die Irigonmmarisch'en 
FiiMctiniien einer Snmine 11 + v durch die Functionen der ein- 
zelnen Argnnienle n ninl r ansgedrnekl werilen, nicht als hekaniU 
voransselzen , soinlern diese erst dnrch die Integralion der IMlTe- 
rentialgleichnng 


, rf.r , (itf 

•••••• f'frp ^ “ 

ableiten, 

F.s ist ohen schon gezeigt worden, dass ans dieser Oleirhiing 
die folgende : 

.ir If e 

I,J| I u. i ‘ •'« 


/' de 1 / '<U _ /' 

• ./j— X« 

0 o (T 


sich ergiehl, in welcher die willknriiche Fonstante c so detinirt 
ist, dass mit c derjenige Werth von t/ he/.eichiiel wird, welcher 
dem Werthe x 0 eiiLspricht. 

Indem wir mm die Lagrange'sche .Methode auf die vor- 
liegende einfachere niirerentialgleiilning anw enden, sehen wir x, 
lind also auch y, als eine Fniiction einer neuen Variablen t an, 
indem wir setzen 


f/.r 

,U 


= r 1 - 


Dann folgt, weil y eine Function von x, x aber eine Function 
von (ist. 

dtj f/// 

dt dj.' dl ' 


*) Definirt ninn nHmltch die Kimction vSinus als die obere Grenze 
einpR Intefrrals, Hodass, wenn 

JC 

d,v 




J Vi 

(gesetzt wird, x t=: ßiii u ist, und führt man uusHerdem den Cosinua als eine 
durch die Hozieliung co» ■— o.** — j — sln*M daraus abgeleitete 

Function ein. so erhält man 


d sin H 
du 

d cos u 
‘ d~ 




cos M, 

X 


d cos M dx ^ y ^ 


ilx 
— sili M. 
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milhin 

16 ) f - y’"- 

Indem man die (ileielimigen (5) und (6; qtiadrirt und noch- 
mals nach t dilTerentiirt, erhält man 


(7) . . 


iPx 

di* 


X, 



wodurch die eine nifferenlialgleichnng der ersten Ordnung zwi- 
schen y und X auf zwei Differentialgleichungen der zweiten Ord- 
nung zwischen res|i. x und t, und y und I zurfirkgefiihrt ist. 
Die letzteren Diffcrenlialgleichungen sind linear und homogen, es 
genfigt also, zwei ]>articnläre Losungen derselben zu kennen, um 
daraus die voilsländigeii Losungen zu erhalten. Es sind aber 
sin t und cos t partirnläre Losungen, da 


d* cos t 
dl* 


cos t. 


d* sin t 
dl* 


— sin t 


ist. Bezeicbnen daher a, h, a, b' vier wiilkOrliche Constanlen, 
so sind 

(8) X = a sin I -1- b cos I, tj = a sin I -f- b’ c.os t 
die vollständigen Lösungen der Differentialgleichungen (7). 

Dadurch ist die Integration vollbraciil. nämlich x und y alg 
Functionen von / ausgedriickt. Eliiniiiirt man aus diesen tilei- 
rliungen /, so erhält man auch eine Relation zwischen y und x. 
Wir haben aber <lainit noch etwas Zweites zu verbinden. Durch 
die Reduction der gegebenen Differentialgleichung erster Ordniiug 
auf zwei Differentialgleichungen der zweiten Ordnung haben wir 
nämlich drei üherllns.sige Constanten erhalten: es müssen sich 
also von den vier Grös.seu o, b, a, b’ drei durch eine derselben 
oder, was dasselbe ist, alle vier durch irgend eine neue rünfle 
ausdrürken lassen. Zu dieser wählen wir die früher eingefühilc 
r.onslante c. 

Zunächst ergieht sich ans den Gleichungen (8) 

(51) ^ = a cos I — b sin t, = a cos t — b' sin l 

^ ' dt • di 

.und, wenn man diese Werthe in die Gleichungen 



die iinndttelbar aus ^5} und (6) folgen, suhstituirt, 
(10) , , . . a» -F 6' = I. . fl'2 -F 6'' = I. 
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Fpi'tier erhält inaii diirrh Auflösung der Gleidmngen (8) 

«// — ax 


. , b*x — hif 

Sin t — - , 4, 

ab — ab 


OOS t 


ab — a'b * 

und wenn man diese Worllie in (<)) subslitiiirt und die Gieiohuu- 
gen (5) und (6) nochmjils benutzt, 

tU> — ab 


' fib — nb 


"'(‘'y — "’a;) ^(b'x — bi/) 

' ah' a'b ah' — ah * 


oder mit Rürksioht auf die Relationen (10) 

^■1 ,V_ _ (aa’ + bb')x 

ab* — a'b ab' — ah * 

{aa' ^bh')y x 


- - 


ab' - 


ab — ab* 


oder endlirh, wenn man 

• _ j na'+M' 

ab'— ab ’ ab'— ab ~ 

setzt, 

y l — x’ — Ay — Bx ; — j/l — y* — By — Ax, 
sodass jetzt nur nooli A und B dnroh c auszudrncken sind. Setzt 
man nun aber in den letzten Glcirbungen x = o ntid y — c, so 
erhält man 

A = -, B 

® r 

und dann 

o yi — .T* = y + ,r y'l — c’ ; c — y’ = y j/l — + x, 

■woraus sieh 

y Vi—x* — X F 1 — y* 
und wenn man bedenkt, dass 

y‘ — = y^ (1 — x’) — (1 — y^) 

ist, 

c == y y'l — x^ + X ;/l — y‘ 

ergiebt. Dies ist das gesnolite Integral der Diflerentialgleieluing ■ 
(.3), aus dein sofort die Fundamentalforiiiel der Trigoiioiiielrie folgt. 
Denn setzt man 


yr^a^ - 


y 
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SU rolgt ans (]) 

U 

lirtraclili'l man aliur mm .r als l■'lmrtilm vuii u, su Lsl 
jc = sin II, 1 / ^ sin e, c - .sin (« + v), 
l'' 1 — .r^ ;-= rus II , y I — y * = ros i < ; 


' yi-r> 


-■ = U + P. 


mithin rrliält man viiklirli 

sin (m p) = sin u ros v + sin v ros u. 


§ 2(i. 

(Irnan ilrii im vorigen §. angeilenlelen Weg hat man nun 
anrii hei den elli|)lisrlien Fnnriionen einges«'hlagen. Die erste 
wirlilige F.igensrhaft , die in Bezug auf die elliptisrhen Integrale 
zn Tage Iral, bestand darin, dass es Fauler gelang, die DilTcrcii- 
lialgleirlnmg 

d.r ^ (itf 


die, gliedweise integrirl, an! elliptisrlie Integrale ITdirl, und die 
wir deshalb kurz die elliptisrlie Dirferentialgleichnng 
nennen wollen, auf andere Weise dnrrb eine algebraisrhe Bcla- 
lion zn integriren und dadnrrb zii erweisen, dass zwisrhen den 
oberen Grenzen dreier elliptisrher Integrale, von denen eines die 
Snintue der beiden anderen ist. eine algebraisrhe Beziehung stall- 
lindct. Wie srbon bemerkt, hat La grau ge eine einfarhere In- 
tegrationsnietliode der obigen Dinerentialgleirbung gegeben und 
anrb gezeigt, da.ss diese lnt(‘gration besomler.s elegant wird, wenn 
inan die elliptisrhen DilVerenliale zuvor auf die Nornialforni rr- 
ilnrirt. Wir wollen daher von dieser letzteren ansgehen und die 
niirerentialgleirlinng 


Fl — Ä* sin’qp Fl — A’ siu’ 

behandeln. 

Integrirt man diese (ileirhiing znei'st gliedweise, indem man 
die wiilkürlirhe Lonstanle C so wfililt, ilass die Integrale von o aii- 
fangen. und bedient sirb der Legendre’sriien Bezeirlinung, so er- 
hält man 


F qnl -f F (gf) = C, 
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mul (ersetzt mau wicdri' die C.oiistauti! C diircli i*iiic aiid«‘ru o, 
welche dadtirrli detiiiirt sei, dass iji z=^ a werde , wenn man (p ~ o 
setzt, so ergiebl sich, da F (o) -= o ist, C = F (ff) und dalier 
iq>) + F {il>) = F (ff j , 

und es gilt jetzt, die ilelation zwischen q>, it> und ff zu linden. 

i.,agrange sieht (p und als Knnctioneii einer neuen V'ariablen 
l an, die er durch die (ileicluing 

(11) — A^sin’qs 

delinirt, aus welcher, wie im vorigen § 

(12) rff = ~ //l - A-i .sin^ ^ 

folgl. Durch Ouadrirnug und nochmaliges Dill'erentiiren nach < 
ergiebt sich aus diesen beiden (•leichuugen 

sin w cos q>, = — k‘ sin cos ib 

dt* dt* 

= — 4 k- sin ‘2tp, =: — ^ k- sin 2^. 

Nun rrdirt Lagrange statt tp und >l> die Sninnie und Dillereuz 
dieser CirAssen ein, indem er setzt 

rp i' ~ p. (p ~ t ^ 

dann ergiebt sich durcli .Addition und Subtraction der vorigen 
(lleicbungen 

c= — ^k‘ (sin (p + ?) + siii (p — ?)) = — ^■'sin p cos j 

^ ’ (sin tP + ?) — sin ip — q)} — — k'^ cosjo sin q 

.Ans den Gleichungen (11) und (12) folgt ebenso 

^ = j/ 1 — k‘ sin'^ q> ^ y'l — k‘ sin* V’ 

^ = j/l — A* sin* <p + l/i — k'^ sin* t(> 

dt ' 

deren Product die Gleichung 

- A* (sin* tp - sin* t) 

~ — A* sin {tp + i>) sin (tp — 

= — A* sin p sin q 

liefert, indem man nun mit dieser Gleichung in die Gleichungen 
13) hincindividirt, erhält man integrabic Ausdrücke, nämlich 
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d*p 

— 

COS q 

oder 

rf*/> 

dt^ 

dg 

COS 7 . -2 

dp dq 

sin q 

dp 

sin q 

dt dt 



dt 


< 5 . 1^ 

coft p 

oder 

(t^q 

dl' 

dp 

CO»p.~ 

dp dq 

sin p 

dg ~~ 

sin p 

dt dl 



dt 



rolglirli. wenn die Iiilef^ralioiis-Coiistanleii mit log a und log ß lie- 
zeieliiiel werden. 


•I 


log .-= log. sin y + log « oder = a . sin q 


dt 


( 15 ) 

Mnlliplieirt man diese (deieinmgeii resp. mit 


ß . sin p. 


dg 

di 


lind 


dp 
dt ’ 


worans 

« sin ? S ^ si» l> t 

Idigt, so kann man aufs INeue integriren, wobei zngleicii l elinii- 
nirt wird; denn bezeidniet y eine drille Integralions-Ilon.dante, 
so erbäil man 

— a ros 7 = — ß ros p + y, 
lind cs bandelt sich nur norli darnm, die tionstaiilen a, ß und y 
durch die rorliiii geni'iblte 0 auszndrAcken. Indem inan wieder 
q = fp — und p = tp + t in die vorige tiieirhung znrnrk- 
substituirl, kann man diese schreiben: 

(16) . - — a CO» {(p — xl)) = — ß cos (y + il') + y, 
und setzt man darin cp = o und — 0, so ergiebt sich zunächst 
y — iß — a) cos ff. 

I ni auch a und ß durch ff anszudrnrken, kehren wir zu den 
(deichungen (14) zurück, die sich mit llnire der (deichnngen (1.5) 
so schreiben lassen: 


(17; 


« sin {<p — i>) = j/l — ** sin* (p — Vi — sin- il> 
ß sin (9 + V»! = ^/T— Ä*sin-qp -|- J/'l — A-'^sin- 


Setzt man in diesen wieder tp ~ u und ^ ff, so erliäll man 


— a . sin ff = 1 — p 1 — A- sin'^ ff 
^ . sin ff = 1 + y'l — A* sin'^ ff 
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also, wenn nian dats Zeii'li*'n J »icder einlTdirt, 


.Ja — 1 a Ja -f- 1 2 CO» e 

^ »in e ’ ” sin B ’ ^ »in e 

Diese Werlhe nun in (16) suhsUtnirl. geben dieser Gleirhung die 
Gestalt 


odei 


Je— I 
»in e 


( 9 > - t) + 


2 CO» e 
»in e 


i'os {fp — V) + ros (9 + tfr) — (cos {q> — il>) — cos + ^)) 
= 2 .cos <J, 

also 

ros a — cos <p cos tJ» — sin gj sin t(’ 


Dieses ist die berühmte l.,agrairge'sche Formel, die die lleziebnng 
/wischen den Grüssen <p, ^ und 0 enthfdt. Das Additionstbeo- 
rein für die elliptLscheii Integrale der ersten Gattung lässt sich 
nun so ausspreclien : 

„Wenn 

F iv) + F {4>) = F{a} I 

ist, so ist auch ) (18) 

cos a = cos <p cos t(> — sin tp sin ^ / 


und uingekebrt.“ 

In einer einzigen für sich allein selbständig dastehenden Formel 
aiisgedrückt aber erhrdt man das Addilionstheorem, wenn mau 
zu den elliptiscben Fnnctiouen übergebt. Denn setzt man /’ {(p) 
= u, F (ii>) — V, so wii'd F (ö) — II V, und da alsdann ferner 
= um u, tä = um e, ff = um (u + e) ist, so giebl die gefun- 
dene Gleichung zwischen (p, xl> und ff folgende Beziehung zwi- 
schen am [ti -f- v), am u nnd am v 

cos um [u a) r- cos am u cos um v 
— sin um u sin um v /I um (u -F ») 

Ganz in derselben Weise, wie die BezielHing zwisrben qp, p 
und 0 gefunden wurde, könnte man auch, wenn man 


(19). 


F (<p)- — F(r(>) = F (9) 

setzt, die entsprechende Beziehung zwischen <p, und 9 finden. 
Sie ergiebt sich aber auch unmittelliar aus der vorigen. Da 
nämlicb — F {ip) — F{ — V) ist. so kann man F [9] auch als 
die Summe zweier Integrale dai'stellen, nämlich 
F{<p) -i- F {- F (9;, 
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uikI erliält daher, wenn man — iii an die Stelle von V. ® 
an die Stelle von a setzt, 

cos 9 = cos 9 ? cos sin 90 sin tj) 

lind da 

F [i) = u — V, also 5 = am (u — v) ist, 
ros rt». (« — f) = cos am u cos am v + sin am 11 sin am v -^am (« — r), 
welche (ileichiing sich auch aus (19) ergielit, wenn man — » an 
die Stelle von v setzt. 


§ 27 . 

Ans den iin vorigen § gewonnenen Kesiillaleii lassen sich 
nun leicht die Fiiudanientalforiricln Tür die elliptischen Fnnctio- 
lien, nämlich die Ausdrücke rür sin am (u + n, cos am (u + i>), 
am (u + W durch n und v allein, ableiten. Fni die Itechniing 
dahei inüglichst abziikürzen und nanienilirli irrationale Ausdrücke 
zu veniieiden, slelle man ridgende Retrachtung an : Aus den 

tileirhungen (18) kann man durch l'nistellnng zwei andere Glei- 
chungen linden, uäinlirh aus 

F iip) + F (4<) = F (ö) 
folgt F ( 1 (.) ~ F{a) =Z - F i<p) 

und F (ff) — F (9p) = F (ig), 

welche Gleichungen sich auch schreiben las.sen 
F {ip) -F F (i)« i F {&' 

F(M>) + F (— ff; = F{—<p) 

F (ff) + F{—<p] = F{rt>]. 

Da nun das Integral zur Hechten jedesmal die Summe der bei- 
den integrale zur Linken ist. so wird man auch aus (18). zwei 
neue Gleichnngen erhalten, wenn man an die Stelle von 

<P’ 

einmal — ff, — tp 

und dann ff, — 9p, ip 

setzl. Dadurch eriiält man die drei Gleichungen 

cos ff = ros tp cos tp — sin tp sin tp 

cos tp = cos tp cos ff -F sin tp sin ff zitp 

cos ^ = cos ff cos tp -I- siii ff sin 9p ^tp 


I (20) 

J' 
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welche zwar alle drei da.sM'llic liesageii, mit Hülfe derer man 
aber »in <J, ros ff, zfff durch (p und tp atisdrückeii kann. Aus 
den beiden letzten llleicliungen ergieht sich 


( 21 ) 


sin ff 


cos’^ — coä*<p 


siiiqp eosi|> iJip — äiti i/f costp Jip 

(siidrp Biii*i|») Isin q3 CO.S t/f Je» -}* 'l' ees q) 

8in*ip cos*!#' coö*qp 

Iler Nenner dieses Ausdrucks ist aber 
= sin^qp cos’tl’ (l — k'^ sin'-' t(') — siii’tl' cos-qp (1 — A’ sin’qp) 

= siii*^ cos’ ip — sin’ ip cos’qr> — Ar’ sin’ (p sin’tl» (ros’ — ros’cjp) 
= (sin ’ 9 — sin’^>) (1 — A-’ sin’^ sin’(/>). 

.Mithin wird 

intt\ ^ .siiiqi cose> + sim(> coaqp Jqp 

Sill (/ _ 1 • • « ’ ’ 7" ’ 

l — Ä* »im qp 8in* 4» 

Ferner ergieht sich aus den nämlichen lileiciiungcn 

^ sin <p cos q> Jip — sin gi cosip Jtp 

, sin <p costp Jip — sim/> uosqi Jtp 

(sin qp cusqp Jip — sin cosip Jip) fsinqs voftip Jip -j- siiiii^ cos tp Jip) 

(sin'qp — sin’i(>) (1— A' sin^qp sin’i/>) 

Der Zähler dieses Ausdrucks schi’cilil sich; 

= sin’ijp cos^p cos^'i ] — A’sin’i/>) — siii’^' cosqpcost|i{] — A’.sin’^j) 
— sin (p sin tp (cos’ ip — cos’ qn) z/qp z/tl’ 

= (sin’qp — sin’ti’1 (cosqp costi' — sin qp sin tf' ^qp z/i|'}. 

Also ist 

cos Ol cos lA — sin <p sin Ul Jq> 

l23 ros ff = — - — r -i ■ ; • . , ~ — 

' ' t — *• sin'q) sin'Ui 

Endlich liefert dii; erste der (Gleichungen (20) 

sin qp sin ip z/ff = cos qp ros V — ces ff. 

Suhstituirt man darin den elien gefnudenen Ausdruck für ros ff. 
so wird 

— A* siu*<p sin’ gl cosqp cosgi -f-sinqp.singi.Jqp Jip 


1 — k* sin ip sin* gi 


sin qp sin 4' z/ff == 
mithin 

■24) z/ff ^ 

' ’ ’ l -A* sin'qp siie gl 

Setzt man mm in den Formeln (22), (23) und (24) 
qp = um u, 4' = am v, ff = am (u V), 

. so erhält man die Fundamentalformein für die elli[)tisrhen F'nnr- 
tiouen, wenn inan zugleich auch — v an Stelle von a set/.l. 
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(25) 


C06WHP Jamv co^amu täamu 

1 — k^iln^amu 

cos am H cos am t< sin am ti sin am v ^ um m ^ a»*t 
i — A‘* «in* am u sin* am v 

^ f t \ ^ am u ^ am p IZ siti amu C08 amu ifin am tt cos am p 

/J um I« + vj = r t 

' 1 — «* siiromM sin*iiMt> 


sin am (« + r) = 
cosom(u+ ») = 


Itiese itelaüoiieu sind den trigonometrischen Formeln 
sin (“ + r) = sin « ros r + sin r cos u 
cos (u + r) = <-os u cos r ^ sin u sin v 
analog, und, wi*; es sein muss, entstehen die letzteren inimiUelbar 
aus jenen, nenn man k = o setzt, weil dann die Amplituden iii 
ihre Argumente fibergehen. und die Functionen z/ sämmtlirh deu 
Werth Eins erhalten. 


§ 28 . 

Es wird nicht unzweckmässig sein, hier auch noch deu Be- 
weis für die Richtigkeit der Fnndamentairormeln heizubringen, 
den Abel*) in seiner ersten Abhandlung über die elli|>tischeii ' 
Funclioneii für dieselben giebt. 

Abel geht von dem im vorigen § abgeleiteten .Ausdrucke für 
sin am {u -F t>) aus und zeigt, dass derselbe gleich sin am (u e) 
sein müs.se. Es sei also 

^ siuoffiM cofirt/rti* -Jamv -f- «iniwip cosomm ^umu 
1— A* «in* nmp 

Dann ist X eine Function von u und v und zwar eine symmetri- 
sche Function, daher kann man setzen 

X — f[u.v) — f (p, u). 

Es lässt sich aber zeigen, dass auch der partielle Diflerential- 
({uotient eine symmetrische Function von « utid v ist. Setzt 
man der Kürze wegen 

1 — sin* am u sin* am v = X, 

so ergiebt sich 

dX iY[uo9f/mf/ ^fUHH cosamv Jarno — «iiiOMP sinamuJ*fOHu 

__ A'f ■" 

— A* «in amt« «in Ol» M co«*r/iff») 

_ 

(«in ftm H CO« am v Jam v + «in am v cos amu J am u) 2A* «in am u cos am u J am w sin* ftm v 
*) AbeK Recberchcs sur le« fonctions ellipKqnes. OreUeUJonni.Bd.2« 
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Da es nur darauf ankon 
in Dezug auf i< und v 
jenige, was schon in sich symmetrisch ist, aussclioiden und nur 
das Uehrigbleibende weiter behaudebi. Der Ausdruck b(‘steht ans 
T) Gliedern, von vt eichen das erste und vierte synimetrisrii sind, 
der Ausdruck JV ist ebenfidls symmetrisch; es bleibt also zur 
weiteren Cmformung folgender Ausdruck übi'ig: 

— iV sin am i> sin am u am u N/t- sin am u sin am v cos* am u 
+ 2A* sin am u sin* am t> cos* am u ^ am u, 
aiLs welchem wir noch den allen Gliedern gemcinsaincn symme- 
trischen Factor sin an^ sin am v ausscheiden können. Dann 
behält man, wenn man den .Ausdruck für N wieder herstellt, 

— (1 — A* sin* am ii sin* am v) am u 

— (1 — A* sin* am u sin* am e) A* cos* am u 
2A* sin* am v cos* am u A‘ am u 

== — z/* am u -|- A* sin* um v am u — A* cos* am u 
-f- A* sin* am e cos* am u (A* sin* um u -f- z/* am u) 

= — A^ am u A~ am v — A* cos* am ii cos* am ti. 
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reisen, dass dieser Ausdruck 
ist, so kann man alles das- 


Die narb Au.s.s(iieidiing aller symmetrischen Glieder übrig blei- 
benden sind daher ebenfalls syminetriscb , mithin ist der ganze 
.Ausdruck symmetrisch. Demnacb miiss die Function X so be- 
schaffen sein, dass 


(26) 


da . d« 


ist. Alsdann aber muss X eine Function von u -f- r sein. Itenn 
differentiirt man die Function .V rollsUlndig nach u uml v, so er- 
hält man 


IV 2A , , 

aX - ilii -|- „ «e, 

bii dv 


und vermöge der Kedingung (26), wenn mau «-(-» = i setzt, 

(27) ... d-V = ?^-rf.-. 

Fliminirt man aber v aus .V, indem man v = z — u einführt 
und dilTerentiirt unter dieser A oranssetzuiig wieder vollständig, so 
erhält man 

(28) . . 


= (S) + Cca) 


wo die Klammern andcuten sollen, dass mau vor der DifTereii- 

rlli|ii. ('utirtioiien. ^ 
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liatioii V (liirr.h z — ii /.ii «Tsclzfil halie. Aus tl<M- Vorbinduiig 
von '27) uiid (28) folgt tlaiin 

iiiul Hi'il u und I von einaiidiT ganz nnabliängig sind, 

(g) = - S = (S> 

Ilirraiis gehl hervor, dass X narb der Suhsütiilioil von z — u 
ffir V die Variable u nirbt inebr explieile enlballen kann, das.s 
vieliiiebr ilann A 

" = (I) 

also X eine Kniielion von z oder « -f r allein ist. Man kann 
also setzen 

.V = /•(« + »). 

lim aber zu ermitteln, was die Fnnetion f bedeutet, brauehl man 
nur t> = o zu setzen, detm dann erbrdt man 
f («) = sin am u, 

folglieb ist anrb 

X = f (ii + ii) = sin am (ii -f- e). 


S 29. 


Die im § 27 nntei- (2.5) anfgeslellten Knndamentairorinelri 
bilden die Onellv für eine .Menge analytiseber Iteziebungen zwi- 
seben di ‘11 elliptiselnm rnnetionen , gerade wie aneb die trigoiio- 
inelriseben Formeln sieb aus den .Ausdrneken für sin (ii + v) und 
cos (ii p) ergeben. 

Wir stellen die wirbligsten derselben im Folgenden znsain.' 
men. indem wir den in den Fnndainenten *) angegebenen nur we- 
nige binznfngen. Zur .\bknrznng sei am ii — a. am v - - b, 
am (ii -J- p) = ff, am (u — p) = 5 gesetzt. 


1) 


sin am 2k = 


2.«to/7 Ja 
1 — k} 8111^ a 


2) ros nm 2« 


l — A**8in^ a 


*) Jnrol>i. Fiimlnmoiitn novn etc. § 
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3) 2/ am 2« 

4) sin a + 

5) sin e — 


sin* tf cos* n 
1— i'sin'rt 

2sinM conhjb 


sin 9 = 
sin 5 = 


1— <:*aiii*a«in'4 

2siii6 cofta^a 
1 — A* »in’nsin’A 


. 

7) 

8 ) 

9) 

10) 
11 ) 
12 ) 

13) 

14) 

15) 

16) 

17) 

18) 

19) 

20 ) 
21 ) 
22 ) 
23) 


n»s 0 4* ^ 


2 C08Ö C08 A 
1 --A'*ain*tf sin*A 


COÄ <S — COS ö — 


29in a ninb^ajh 


z/ö + ziö = 
z/<y - z/9 = 
siii a sin = 
fos a cos Ö = 


da 


1 — k^niu*a9in*b 

2JoJh 

1 — 9in*Ä 

2it*8in /r 8111 h COM a cos b 
1 — A**siii*rt9iu*6 
nin^a — sln*6 
1 — ^■*sin•rt8iu•6 
cos* a — «in* b 
1 — lc*«in*«sin*A 
- Ä:*cos*äain*A 


1 '-it*8iu*rtsin*A 


, , . . . co8*/y-i-sin*fl J^b 

1 + Sin <y sm ö - t , - .-; — r-rr 

* • 1 k* sin* a sio“ b 

. . . * coH* /I nln* b d* a 

1 ^ sin (j sin 9 = ,? • * -vr 

1 — A‘*öin*/isiti*A 


1 + sin 0 sin ö =7= 


^A-|-Jt*sin* rt cos* b 
1 — it*ain*rt»in* A 
b Cü9*/i 

1— 'Ar* »in*« bin* A 


I — A-i sin 0 sin $ = 

. , M co«*«4-cob*A 

1 + cos 0 cos 9 = “- 1 # 

I — Ar* 8111 *« Hin*A 

^ - 8in*tf z/*A + «in*A«J*« 

— COS 0 ros 5 = — , — tT^—, r-Yi 

1 — Ar*sm*«siu*A 

+ z/ff ^9 = 

I — A**»in*«siu*A 

Ar*(8in*«cos*6 + 8in*Aco8*«) 

— z7a z7V — “ l~**8rn»«Vi^A 

a ± S.U a, (1 + SU. 9) - 

U + sin <,) (] + sin 9) = 

— / . I I I—A» am*« 8111*6 

,, 1 (J6 + Asinn co.s6)* 

(1 + A- Sin ff (1 + Asm 9) = - , "n . i 
' — ' — ' 1— A*»in*«siii*6 

8 * 
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24 } 

25) 

26) 

27) 

28) 

29) 

30) 

31) 

32) 

33) 

34) 

35) 


36) 

37) 

38) 


(1 + A siiifl) (1 + k sin 9) = 

— ^ 1 bin** 

U+fosa (1 + .0S9) 

(1 + cos«) (1 + cos9) = 

^ 1 — Ä:*8in*a Bin** 

(1 + ziai (1 + z/5) = 

(1 ± ^») (1 + = 


1 — 4r*siii*/7 8in** 
/r*»iii* (//^*) 


1 — Ar*gin*« »in** 

• - t, »in/icosfl^*4-8in*co8*^fl 

Sll» 0 IXUS V = r 

1 — A:*siii*rtsiu** 


HinacoHaJh — sin* cos* Ja 
1 — it*8in*a8iu** 

CO« A «in ff J /7 -|- CO« ff sin * J * 

1 — X**»in*ff sm** 
cos Asiiiff Jff — co«ff sin A J* 

1 — *‘*«in*«siii*Ä 
cos ff cos A J njb — A'* sin a sin A 
1 — A‘*8iii*ff sin** 

jj0 cus ö cosffcosA Jrt J*-|-A-'*8inrtsiii A 

l— Ä*sin*ff sin** 


cos 0 sin ö 
sin 0 = 

J 0 sin 0 = 
cos <T = 


sin [0 + $) 
sin {<y — ö) = 

1<»S [ü + $) r:= 

<‘os {0 — $) == 


‘isiiiff c*«ff JA 
I— Ä*sin*ff siii*A 
2«in AcorA Jff 
1 — A* sin*rtaia*A 
co8*ff — «in* ff J* A 
1 — A* sin* ff sin* A 
cos*A — «in*Aj*ff 
1 — A*sin*ff siii*A 


Zur Krläutcnin^ der Alilcilung dieser F<»rineln mögen foU 
gfnde ßeincikiinf'in tliciifii. Im .Vligpincim-ii werden sie auf 
dieselbe Weise geldldel, wie die lrig(iiinmetris( lieii. Itei den Uin- 
rorniungen wiederholen siHi bisweilen die selion im <§ 27 /nr 
Ableitung der Formeln (22), (23) und ,24) imsgeffihrten Opera- 
tionen, aueh kann man sirli dazu der Oleiebnngen (20) des.sel- 
ben § bisweilen mit Nutzen bedienen. Itie Formeln 21) bis 28) 
entslehen leiebt aus den vorbergebenden, wenn man nur bemerkt, 
dass z. B. 

(1 + sin a) (j + sin 5) = 1 -f .sin a sin 9 + (sin o + .sin 9} 
ist, und in 13) und -i] sebon Ausdrfuke für 
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1 + sin ff sin 5 mitl sin ff + sin 9 
gfgf'ben sind , dio man also nur durch Addition und Subtraction 
zu verbinden hat. 

Zu diesen Mitteln , die der Ahleilnug der trigonometrischen 
wie der elli|itischen Formeln gemeinsam sind, kommt aber noch 
eines, vvelches den elliptischen Functionen cigenthünilirh Lsl, ntim- 
lich die Substitution der Argumente u + A', « + iK' etc. an 
die Stelle von u. Um ilii^ Anwendbarkeit dieses V'erl'ahrens an 
einem Beispiele zu zeigen, wollen wir die Formeln 11) und 12) 
aus 10) ableiten. 

Zu diesem Ende setzen «ir in der Formel 10) nämlich in 


sin ff sin $ 


-sin* 6 


I — A’siii’rt 8iii*Ä 

u + A' an die Stelle von n und bedienen uns der Formel (17) 
§ 10, nämlich 

. , , cos nm : 

Sin om (i 4- A I = — - - ; 

' ' Jamz 

dann haben wir i'olgende Substitutionen zu machen: 


u 

geht 

nlxT in M + A' 

V 

- 

- - V 

H + t> 

- 

• • M t’ ^ A 

U — V 

- 

- u — y A' 

sin ff 

- 

COS0 

Je 

sin 9 

- 

cos (f 

sin a 

- 

cos ff 

j« 

sin h 

- 

- sin h. 

i dieses 

ein, 

so erhält man 


'29) 


cos ff cos 0 
~ da 


J'ii 


— sin'' h 


. , cos' n . , 

1 — k‘ — sin' b 
/Po 


cos* ff — I sin* Ä /Po 
J*o — A‘*sin*Acos*ff 


lim nun die l’roducte cos ff cos 9 und dio selbst zu finden, 
kann man sich des § 10 angerrdirlen Satzes bedienen, dass die 
Functionen sin., cos. und /d Nenner haben iinissen, die bis auf 
einen constanten Factor einander gleich sind. Da mm sin 
sin 9 den .Nenner 1 — A’ sin' a sin' 6 hat, und man sich leicht 
iiberzeiigen kann, dass Zälili'r und Nenner des vorigen Ausdrucks 
diese Grösse nicht schon als Factor enthalten, so kann man 
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wenn y eine constanle l'irösse Ite/i-iclimd, SHtzon: 


ros <T ros 9 


CO»’« — »in’AJ*« /Pa — Ar* »m’Acos’a 

.. • j. ; ^0 ^6 = ~ . -i 

j'(l— A-' Bin' «Sill' oj y (l — *’ »in’a »in’A) 


Um Y zu bestimmen, braucht man nur spedelle Werthe für u 
und V einznsetzen und limlet , wenn man u -= v = o setzt , dass 
j< = 1 ist, wodurch man die Formeln 11) und 12) erhält. 

Man kann aber aucli eine Formel für z/ff z/4 direct aus 
10) ableiten, wenn man tu + A' statt u und iv .statt i> setzt und 
sich der Formeln [§ 10. (18), §8. (12)] 


:«•* + Ä') = 


l_ 

(i, k') ’ 


sin am iz = i tg am {z, jj:') 


bedient, nann bat man, wenn iiinn der Kürze wegen am (u, k') 
mit (a, Ar') und in äbnliclier Weise die übrigen .Amplituden mit 
dem romidementären Modul bezeiclmet, folgende Substitutionen 
zu machen ; 

u geht über in iu + Af 


u 

u 


V - 

- - tv 

+ » - 

■ i (« + t>) + A' 

— V - 

- 1 (» — ») + A' 

t 

sin ff - 

sin 4 - 

1 

zJ(4,*') 

sin 0 - 

1 

J (n, *') 

sin’ b • 

- — tg’ (6, k'). 


Da alsdann sämmtliche Amplituden das Uomplement des Moduls 
enthalten, so kann man wieder k statt k' setzen, muss dann aber 
statt des explicile vorkominenden k auch k' schreiben. Alsdann 
erhält man 


oder 


. I ... h 

I ^ co8*Ä 8in*A zf*« 

jdc , »2 b co8*Ä -f- V* siu*6 

M yg »JV/siu*A-}-X‘*8in*A 

+ 

* 

J^a A**sin*Aco«*/i 

1 — Ä*8in*//sin*6 
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Hat man so ;;vfuiidoii, so ergieht sieh aus (29) aiieli 

cos a cos 5. 

IlicsellM' .Methode kann man auch hei «ler .Vhleitiing der Kor- 
iiielti 29) bis 34) auwciiden. 


Achter Abschnitt. 

lieber den Zusammenhang der elliptischen Functionen 
mit der sphiiiischeu Trigonometrie. 


§ 30 . 

Stellen wir die Itesnilale des § 26 norh einmal knr/, zu- 
sammen , so hat sieh ergeheti, dass von den t'ileirlningen 

(1) y («' + F (ft) = y {O'. ros o = ros n ros 6 — sin n sin ft 
jede die vollständige Inlegralgleirhuiig der IMirerenlialgleicInmg 

da . db 

j7i jb ” 

mit der willknrliihen l'.on^slante 0 ist, und ebenso von den Glei- 
rhungen 

(2) y{<t) — y{l>] = y [i/, ros 5 = ms« cos/> -)- sin « sinft .J5 
jede die vollständige Integralgleii Innig der Uiirereiitialgleichuug 

dt! db ^ 

Ja ~Jb ~ ’ 

>'un bemerkte Lag ränge*!, dass die Formel i2 die grösste, 

.\ehiilirhkeit mit der Grumirorinel der s|diärisrhen Trigonometrie 
besitzt. Uezeirhnen nänilirh «, ft, c die ,Seiten, und A, B, V die 
diesen resp. gegeiifiherliegendeii Winkel eines sphärischen Drei- 
ecks, so ist 

(3) . . ros c = ros a ros ft + sin « sin ft cos C. 

Setzt man nun 

c ~ 0, 

*) Theorie des fonctioiis. S m. 32. 
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so koiiiiiil diese Formel mil {2 lös »iif dos an die Stelle von 
eos C gelreleiie .J5 vollkoiimien rdiereiii. Allein im s|ihärisehea 
Ureierk haben die Verliidlnis.se 

fiin . t »in li sin C 
Hin rt * sin h ’ sin c * 

fille drei denselben Werlli. Bezeielmel inan diesen Werth mit Ar, 
so ist 

Min ,*/ «in fi __ Hin (' _ ^ 

sin« sin 6 sin r * 

also 

sin A s=^ k sin a, sin B ■= k sin b. sin C = k sin r. 

✓ 

lind dann 

cos A — ^ /)a, ros ff = + .dh, ros 6' •■ = + 
wo das obere oder imlere Zeirlien zn »ählen ist. je iiarlidem die 
betreffenden Winkel sjiilz mler slmiipr sind. ' ISimmt man also 
den Winkel C, sjiilz an und setzt c = 9, so wird cos C = z/9, 
und dadnrrh werden die Formeln ^3) nnd i2) ganz identisrh. 
Mminl man dagegen C stumpf an und setzt c = 0, so wird 
ros C ~ — z/tf, lind dann grlit die Formel (3) in (I) itber. lla 
nun, wenn wie früber n ■= am u. b - am v gesetzt wird, 

9 = am (u — p), O — am (h + w), 
so folgt, dass wenn am u und am t> als die Seilen eines spliä- 
riseben Preierks angesehen werden , die drille Seile des.seibeii 
lireierks gleirh am (« — e) oder am (m’+ v) ist, je iiarlldeiii die 
beiden ersten Seiten einen spitzen oder einen stumpfen Winkel 
einsrhliessen. Der .Modul der .Amplitude ist ai.sdann das roiistanle 
Veiiiältniss /wisrlieii den Sinns der Winkel und den Sinns der 
gegenüberliegenden Seiten, nämlicli 

^ 8Ün A sin B sin C 

sin n sin Ä sin c 

Uiitersuelien wir mm, wie das spliärisrlie Dreierk liesrhalTen 
sein muss, damit der .Modul kleiner tds 1 ausfalle. Da in diesem 
Falle 

sin ff < sin b 

sein muss, so liat man das Dreierk so anzimeiimen, dass wenn 
1) ff < <t0'’ ist. fc > ff 

und wenn 2) ff > 90" ist, A < ff und > 180" — ff 
sei. 
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Kdrachlcii «ir zuerst den Kall, dass h < HO". Es sei 
PBQ (Kig. 5) «ler Winkel li, und C der auf dem Schenkel //() 
liegende zweite Eck|innct des Drei- Kig. 5. 

erks. Macht inan HV = RQ — 90", 
so ist Py = H, und dies zugleich 
das grösste unter allen Derpendikeln, 
die man von irgend einem l’nncte 
des einen Schenkels des Winkels R 
auf den anderen fällen kann. Legt 
man nun durch den I*unct C zwei 
grösste Krei.se, den einen C£ senk- 
recht auf RQ, den anderen Cf' .senk- 
recht auf BP, so ist jedes dieser 
heiden l*erpendikel kleiner als P<J und damit kleiner als B, also 


CE < B, CF < B. 


Hieraus folgt: wenn die dem Winkel B gegenüberliegende 
Seile b des sphärischen Dreiecks grös.ser als B sein soll, so darf 
der dritte Eckjiiiiut A nicht zwischen E und F failen, sondern 
imiss eine der heiden durch und bezeichiielen Lagen ha- 
ben, näinlich entweder zwischen F und B oder zwischen E und 
A' liegen. Iii heiden Fällen aber besitzt das sphärische Dreieck 
,■/, BC eder ans.ser dem spitzen Winkel B einen sjiitzen und 

einen .stumpfen Winkel , nämlich entweder ist stumpf und C 
spitz, oder A.^ spitz und C sinmpf. 

Helrachten wir ferner den zweiten Kall, dass B > 90", und 
.sei alsdann QRB dieser Winkel. In diesem Kalle Ut wieder 
QR = B, wenn BQ = BR = 90" gemacht wird; jetzt aber 
ist QR das kleinste unter allen l’erpetidikeln , die man von 
irgend einem I’uncte des einen Schenkels des Winkels B auf den 
anderen fällen kann. Zieht man ilaher CD .senkrecht auf BQ, und 
CG senkrecht auf BR, so ist 

CG > B und CD > B. 

Da nun jetzt b <_ B sein muss*'), so darf der dritte Erkpnncl 
.1 des Dreiecks iiiclil zwischen D und G fallen, .sondern muss 
eine der beiden durch und A.,' be/.eirhiieleii Lagen haben, 


*) Ilie Koritenuig, (Iuhs h ilie (Jmi/.c IW — B niclit überschreiten 
flarf, Hinlcrt nichts nn <U*r l»etrnchtun^. 
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iiäiiilU'li enhviMliT zwischen R und Ü oder zwisclicn G und K 
liegen, ln dein erslen Falle sind die Winkel 6' und X , beide 
s|)ilz, das Dreieck ftC hat dann die BeschalTeirtieit der früheren 
Dreiecke ./,ßC lind- -ijffC, es besitzt nfnnlich' einen stunipfen und 
2 spitze Winkel. Ini zweiten Falle sind dagegen beide W'inkel 
C lind A.^ stinnpf, sodass das Dreieck dann drei stuinpfe Win- 
kel hat. 

.\ns diesen Helrachinngen geht min hervor, dass der Modul 
des sphärischen Dreiecks mir dann kleiner als 1 ist, wenn das 
Dreieck entweder einen oder drei sliimiife Winkel hat. 

Es sei hiebei bemerkt, dass, wenn man das dem Dreieck 
ABC zugehörige Siipplemenlardreieck mit A’B'C^ und dessen Sei- 
ten mit a, b', c bezeichnet, sodass 

a ™ ISO" — A, A: = 180® — a, 

lind folglich 

«in A' «in n 

»in « «in A 

ist, ilt*r Modul d«‘s SuppliMuenlitr- PnMorks j^eradi* dann klidiMT 
als 1 ist, wennj der des nrsprfingliclien Dreiecks grös.ser als 1 
isl. lind imigekclirt. 

kehren wir min zu unserer früheren iletrarlitimg zurück, 
und nehnien wir an, es seien ^imi/, am v und k, letzteres als 
ein echter ürnch, gegeben. 

Setzt man 

am u = n, am v = ft, 

so kennt man zwei Seiten eines sphärischen Dreieckes. Da aus- 
serdeiii 

sin A — k sin n, sin B = k sin ft 
isl, so kennl man auch dii' Sinns ihrer gegenüberliegenden Win- 
kel. kann aber die Winkel selbst noch beliebig als spitz oder als 
stimipf annehnien. Wir wollen annehnien. B sei ein spitzer Win- 
kel, dann muss narb den eben erballeiien llesnilalen einer der 
beiden Winkel, entweder A oder C stumpf sein. Ist min am n 
< am e, also a < ft, so isl mir der letztere F'all möglich, ist 
aber a > ft gegeben, so kann man beide Fälle annehmen mul 
erhält dadurch eine Dcstätignng ih*s bekaniilen Satzes, dass man 
ans zwei Seilen und einem Winkel, der ib-r kleineren Seite gegen- 
über liegt, zwei sphärische Dreiecke cmislrniren kann, die die ge- 
gebenen Stücke besilzen. 
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Bildet man diese beiden Dieierkc Fig. 6),. indem man auf 


Fig. 0. 


dem einen Schenkel des gegebenen VVinkel.s 
B, BC = a =: um u und dann CA = CAf = 
b = am V inaebt, su folgt ans dem Frnbcrcn, 
weil min der Winkel J^Cll .s|iil/ , der Winkel 
ACB aber stumpf ist, und beide sirli zn 180" 
ergänzen, dass A^B = ^ = am {u — e) und 
AB = a ='am (n -}• P) sd“ nniss. Hierin ist mm ein einfacbes 
Alittei enthalten, die .\mplitude der Sninme und IlilTerenz geurne- 
Iriscli zu construiren. 



§ 31 . 

Man kann das Uesiiltat des vorigen § aiicli in fuigender 
Weise aussprechen und daraus noch einige Folgerungen ziehen. 
Besteht zwischen den Amplituden o, b und (J die Cdeichung 
(4) F (a) + F(b) = F (0). 

so lassen sich a, b und 0 als die Seilen eines sphärischen Urei- 
ecks ansehen. bei widebem der zwischen a und b eingeschlossene 
Winkel stumpf ist. ;F'ig. 7.) 

Nimmt man nun eine vierte .Amplitude 
& so an, da.ss * 

, iti) . . (ft) + (ff) F (ff-) 

ist, .so sind auch 6, ff, ff' die Seilen eines 
sphärischen Dreiecks , welches die Seiten 6 
und ff mit ilem vorigen geineins,nn hat und 
zwischen diesen Seilen einen stinn|ifen Winkel 
besitzt: man wird also dieses Dreieck erhal- 
ten, wenn man AC' = b macht, und dann 
wiril BC = ff' sein. .Addirl man aber die 
beiden Gleichungen (5i und (4), so folgt 
F{a) + 2 F (ft) = F (ff'j 
mul da nun F [a] — u und F ip) — v ist,' 
so folgt 

BC' = ff' =z= am (h 2r . 

Setzt iiiSli ferner 

F(h) Ar F (ff') = F (p"j. 

so ist 

ff" = BA". 
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wenn iiutn «IpiIpi' A'(f = b marlit, iiikI man criiült el)piiso «ie 
vorhin 

B.l' = o" = am {« + 3»). 

Fährt man in dirspr Weise fort, indem man 

.^C" = C".r J"C"' = 6 

inarhl, so erhält man, wenn 

BC — am H, AC = am v 

gesetzt wird, 

BA^ — am l u + v) 

B(f = am \u + 2r) 

Bjf = am (« + ,3p) 

B(f — am (ii + 4 p ) 

BA" = am (u -j- 5p) 
u. s. w. 

Maelit man mm endlieli » = p, also auch a = b und 
BC = AC am u, 

so ist 

BA am 2«, B(^ = am 3«. BA" — am 4u. BC" = am 5«, 

BA^' = am 6«, u. s. w. 


• § 32 . 

Aus den vorsleh(tndcn lictraehliingen ist crsichtlieh, dass ^ 
zwischen den elli|itischen Funrtionen und der sphärischen Tri- 
gunninetrie ein inniger Zusammenhang heslcht. Man wird datier 
die Formeln der einen Disciplin aus denen der anderen herleiten 
können. Fm dies an einigen Beispielen zu zeigen, wollen wir 
die (iaussisehen Formeln der sphärischen Trigonometrie aus un- 
seren Formeln für die elli|itis<hen Functionen und zweitens das 
.Adilitionsthcorem der elliplischen Fniictiouen aus der sphärischeu 
Trigonometrie alileiten. 

Zu den Gaussiselien Formeln werden uns die Formeln 25) 
his 28) des § 29 führen. l!m das doppelte Zeichen beipieni 
heihehalten zu können und dadurch zu gleicher Zeit zwei der 
Gaussiselien Formeln zu erhalten, wollen wir mit t eine (irösse 
hezeiclnien, die nur einen der heiden Werihe -|- 1 oder — 1 ha- 
ben soll, sodass stets 

+ 1 

ist. Dann lassen sich die Formeln 27) und 28) so schreiben: 
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(1 + tJa) (1 + — 


{Ja -j- i jb)* 

T -A** Miii“*« sin*A* 


u 


+ B^a) (I — tz/5) = 


A'siii’f« — f6) 

L — jt*aiu*fl3in*Ä 


üaraiis folgt iliiroh Division 


L+£=?? = (I + cJi,' _ (Ja +Ub )* _ 
I — fJi A* #111*5 • A*siii*t«— fA) 


Ebenso crgielit sich ans 25} uml 26) ilnrcli Division 

1 + t COS 5 __ (1 + #cos5)* _ (coan-^fCosA)* 

I — f ei>s5 aiii*Ö äinajb — t #iiiA.J///* * 

mithin, wenn man die heiden letzten Formeln dividirt mul die 
Wurzel ausziehl 

1 -f" f-J5 {Ja-{- ejb)lginajh — e a inbja) 

l-|-tco85 ^ #iii(n — (A) (cos/i + tcosA; 


Ueher das der Wurzel zu erlheilende /eichen ist zu hemerken, 
dass die ehen aiirgestellte Formel richtig ist, wenn sich ergehen 
«ird, dass der reclitc und linke Theil die.ser Fileichung beide 
gleiches Zeichen haben. Sollte sich dagegen heraii.sstellcn, dass 
der eine Theil das entgegengesetzte Zeichen des andern hat, so , 
inüs-ste inan einem von heiden noch ein .Minuszeichen vorsetzen. 
Fuhrt man nun die im rechten Theile augedenteten .Multijdicaliu- 
nen aus, indem man bemerkt, dass * 

, cos Bb = cos A, sin tA = t’ sin A, 

also 

sin (fl — tA) = sin a cos A — t sin A cos a 


ist, so erhidt man 


l (Ji JaJ/jsma — zt«JA siiiA-|-f .ain/7j*A — c siiiAz/*« 

I -f- f cos5 coaflCOsAsiii« — coswcosAsiiiA — tsiiiAcos*«-)-# sin«coa*A 

Löst man nun z/*«, z/’A, cos'^ o, cos^ A auf, sodass 


I -{■ tz/5 JaJb(»ina — 8iiiA)-Ft siii«(l — A*.sin*A)— f siiiA(i -A‘*siii*o) 

1 + f coa5 cOB« cosA(#inrt — am A) — f am A^l — ain*«)-}-# aiiwi^t— #in*Aj 

wird, so sieht man, dass sich der liruch dnrrli siii a — sin A 
heben lässt, wodurch man erluilt 

t + (z/5 JnJb -f- t + t A* #i n « sin A 

I -f t cos 5 cos« coaA + s ( Hin a Hiu // 


1 ^ ! -|“ * dujli -f- A** Hin a sin // 

i t COH $ 14 "^ ros/i 4* ^ 


oder 
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Diese Formel kann man mm leicht in eine. der sphärischen Tri- 
gonometrie mmvamieln ; denn setzt man 

9 = c 

sin A = k sin n, sin B k sin b, sin C = Ar sin 9, 
so ist, weil 9 = am {u — r} ist, C ein spitzer Winkel, folglic h 
zl9 = ros C. 

Dann aber muss einer der beiden Winkel A und B spitz , und 
der andere sliimpf sein . man muss daher 

cos A ros B — — ^a ^b 
setzen und ei'hfdl dann 

I -p * cos C I — f cos A cos n sin A sin }i 

T+' f coa c ~ 1 + t coa n 008 h -|> sin a sin b 

1 — f (coa A C08 /i — t sin A sin //) 

"■ 1 + f (cos a C 08 b + e sin a sin b) 

1 — f cos {A -|- f /i) 

I + f (ff — f A) 

Da diese Formel zeigt, dass beide Theile der Dleiehiing positiv 
sind, so ergiebt sich, dass wir früher hei der Wnrzelaiis/.iehnng 
das richtige Zeichen gew.ähll haben. Vorslehenile Dleichnng ent- 
hält nun wirklich zwei der (iau.ssLschen Formeln, denn setzt man 
f E= -f- 1 , so verwandelt sie sich in 

cos ^ C sin j[ (A -F B) 

cos 4 c cos 4 (n — ^) ’ 

und für « = — i in 


sin ^ C cos 4 (A — ß) 

sin 4 c sin4(«-l-*l 


Die beiden anderen Gaiissiscben Formeln wird man auf ähn- 
licbe Art erhalten, wenn man statt der Gleichung (6) die ent- 


sprechende für . 

‘ 1 -- t cos 9 

4- t «OS 9 . s 

' ln 

I 


bersteilt, indeiii man den Ausdruck 


1 4- f «OS 9 . sm® 9 

, in , , — -rr; nmlormt. 

■ cos 5 (1 — t cos 9)’ 


Um zweitens das Additionstheoreni iler elliptbscben Fiinctio. 
neu ans der spbäriscben Trigonometrie herzuleitcn, beirarliteii 
wir in einem sphärischen Dreiecke eine Seite 'e und den ihr 
gegenüberliegenden Winkel C als constant, währeml die übrigen 
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Slfu'ke sich verämlcrii mögen. (Fig. 8.' 
etwa, (lass sich die Seite AB zwi- 
.schen den .Schenkeln des unver- 
änderlichen Winkels C so bewege, 
dass wenn sie in die Lage A'B' 
ühergegangen ist; yfB'=AB s(‘i 
Alsdann ist auch der .Modul des .s|ihärischeii Dreiecks 

sin C 
sin c 


Wir denken uns also 
Fig. 8. 



k 


eine constanle (iriesse. Den Winkel C neinnen wir, inn die For- 
mel rtir die .\ddilinn zn erhallen, stnmpr an, dann sind A und 
B entweder beide spitz oder beide stnmpr, milhin cos A und 
cos B von ghdehem Zeichen. Unter die.sen Voranss('tznngen mm 
dilTerenliiren wir die llrnndforinel der sphärischen Trigonoinelrie 
(7) . . cos c “ cos « cos h -f- .sin a sin h ros C 

vollständig na<h a und h und erhalten 

0 = ( — sin a cos h cos ii sin b cos C) ilu 
-f- (— cos n sin b -|- sin n cos b cos Cl db. 

Nun ist aber • 


sin « ros b — cos a .sin b cos C = sin c cos B 
cos o sin b — sin a cos b cos C =• sin c cos A, 

rolglich 

0 — — sin e cos B dtt — sin c cos A db. 


und da entweder cos B = db und cos A = da, oder cos B=n — db 
und cos A — da ist. 


oder 

i%) 


0 = db da -F da db 


dn . db 
dl M 


Wenn also zwischen den Variablen « und t die endliche tilei'» 
cliiing (7) besteht, so he.stehl zwischen ihnen auch die Dilleren- 
tialgleichnng (8), jene ist also eine Inlegralgleichnng dieser. Letz- 
tere enihäll die Uonslanle k, die endliche Uleicimng (7) dagegen 
die Conslanten c und C, da aber vernnige der Gieichnng 
.sin C = k sin r 


C eine Fnnclion von k und c ist, so (mihält dii^ (ileiclning (7) 
eine Uonstante mehr, als die, Dillerenlialgleichnng (8) und ist 
denniach die vollständige lidegralgleiclniiig von lelzterer. 
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Neunter Abschnitt. 

Das Adilitionstheorem für die zweite und dritte Gattiiiifc. 


§ 33 

Wir .‘ilellen uns nun die Aiif^alie, die Siimnic zweier ellipli- 
srheii Inle^rale der zweiten (ialliiii^ zu linden, wenn zwisriien 
.ihren Ainplitiiden die in den vorigen lieliandelte Kelathni 
staltlindel. 

Ks seien also 9p, und <T drei snirlie .Amplituden, dass zwi- 
schen Uinen folgende ('■leirhnngen bestehen 


(1.) ■ • 


+ Fit) = F{a) 

cos a — ros 9p ros t — '‘in *••• 4’ 



Jip 


o, 


von welchen die beiden ersten vollständige Integralgleichungen 
der letzteren mit der willkhrlichen Conslante a sind; es enislehl 
dann die Anfgabe, die Stimme U der Integrale 


(2) A’, i<p) + E, it) = U 

zu linden, liier ist U ein Integral von einer Function von 9p 
lind t, da aber vermöge der vorhergehenden (ilcirhnngen (1) t 
eine Function von 9p und der willkürlichen Conslante a ist, so 
ist U ein Integral von einer einzigen Variablen, eine (jiiadratnr; 
U ist daher ein inlegrablcr Ausdruck und es fragt sich nur, oh 
das Integral auf einen ■algebraischen Ansdrnck, einen l.ogariihmns 
oder Kreisbogen fiilirl, oder idi es höherer Nalur ist. Ks wird 
sich zeigen, dass das erslere der Fall isl. 

Der Weg, t als Fiinclion von 9p in U wirklich einziiführen, 
w nrde ein sehr weillänliger .sein ; wir kommen kürzer zum Ziele, 
wenn wir V als l■'nnction der beiden Variablen 9p und t beban- 
deln und dU als ein vollständiges Differential berziistellen siicben, 
was nach den eben angeslellten Ketrachlnngen gelingen nniss. 
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Da iiarli (Ipr im § IS aiirgfstelllcii |ll•^nlUion (Icr Fiinclimi If, 

•f 

n 

ist, so Piiiält man (lurrli vollslämligf DilTcmitiatioii ilcr riWclmiig 
(2) narli g> imd il> 

ilU = ^<p dq> + <H''. 

adilirt man dazu die ans der Ictzleii dor (ilt'irlmilgpn (1) folgende 
Gleielmng 

H = dtp + ^tp dt(}, 

so erlifdl man den sogleieh integralden Ansdrnek 
dU — Jtp + Ji<) {dtp + dtp). 

Setzt man näinlirii, wie im § 2(i (S. 107). 

tp + t = P 

lind lieniUzI die dasellisl nnler (17) abgeleitete Formel 
^tp + z/rp — ß sin p. 

wo ß, dnrrli 0 ansgedniekt. den Wertli 

\ + Ja 


ß 


bat, so erliält man 


dU = ß sin/> dp, 
lind dann dnreli Integration sofort 

l! . - — ß c os /> + r = — ‘ ros [g> + ip) + C, 

wo r die Iiitegrationsiinistante liedentet. Es liandelt sieh jetz,^^3 
mir norh darum, die letztens zu bestimmen, d. Ii. dnreli a aiis- 
zndrnrken, und die rileirliimg auf ihre einfaeliste (ji'stall zn 
bringen. 

Setzen wir zn diesem Zwecke in die mm gewonnene Glei- 
rhnng . 

A’, [tp] + A| (tt«i = — '•«* (?> + li') + C 

die beiden znsaniniengehörigeii Wertlie tp = o und tp = tj ein, 
so erhalten wir, da A’, (ol = o ist. 

C = E. (0' + i-±-— eos a. 

und dadiirrli 

Funrlioiirn. 9 
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E, (q,. + E, ’ip) - El (a) =: (ros a — ros (q> + t)) 

= * i~ (ros a — ros w ros ilr + sin w sin ii>). 

9111 0 ' ^ 

Wrgrn ilrr Glrirlinn^rn (!) ist abrr 

ros <J — ros <p ros tl' ^ — sin (p sin 
rolglirli rrliält inan 

1 

(3) E, (<jp) + E, W) - El (0) = Sill 9 sin i’ 

= A* sin ip sin il’ sin a. 

In (lirsrr GIrirlniiig brslrlil das Additionsllirorrni fnr dir 
/ivritr riatinng; man köniilr darin iiorli sin a narti (22i § 27 
diiiTli cp lind ip ansdrnrkrn, wodnrrb drr Ansiinirk rrrlils von 
ip lind cp allrill aldiäiiKig wird. Ks ist zu lirmrrkrii , dass dirsr 
GIrirhnng wirdrr nur in Vrrbiiidnng mit drii GIrirlmngrn 11 
rinrn Sinn liat, indrm sic mir dann gilt, wrmi ilir Amplilndrn 
cp, (/', O jrnrn (ilrirlmngrii griiiigrii. Sir wird abrr zu rinrr 
sribsländig dastrlirndni (ilrirbnng. wrmi man dir rlliptisrlirii 
Fmirtionrii rinfi'dirl. Ilrim srtzl man wir frölirr 

q> = am ii, cp = am v, so ist ö = am {u + pj, 

Ey [cp] = E (i/t: Ey lg) =r= A’ (f). Ey (ö) z =2 E (u + r). 

also 

E (« + r) E a) -f- E [vj - — A- sin am u sin am v sin am {« -f- r). 

Damit ist dir Fimrtion E von drr Smiimr u dnrr.li dir 

Fiiiirtionrii drr rinzrliirn .Vrgnnirntr und dnrrli rinrarbr rllipti- 
srbr Fmirtionrii aiisgrdrnrkl. Kiiirii spcrirllrii Fall dirsrs Satzr.s. 
^iiämlirli drii Wrrtli von A’ Ä' — i/'i liabrii wir srlion § 22 diirrli 
dirrrtr Itrbamllimg drs Iiilrgrals abgriritri. Drrsrlbr Aiisdrnrk 

E (K — cij = A — E (k) + A'i sin am u sin am [K — u) 

= h — hu 4- k‘ sin am u - 

J 4tm u 

folgt mm anrli durch Kiiisrtznng drr .s|)rcirllrn Wrrtbr. 

% 34 . 

In rdinlirlirr Wrisr, wir rbrii iiiilrr /iigrimdrirgimg drr Glri- 
rbniigcn (1) dir Smmnr zwrirr liitrgrair zwritrr Gatlimg grliiii- 
drii wordrn ist. kann man aiirli dir Snninir zwrirr Inirgrair drit- 
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ter (iaUiing (imleii. Setzt man iiämlicli unter Anvteniliiiig der 
Legeinire’wlieii Kiirm (vgl. § 19 

77, (fp. n\ + 77, xj.', u] — U, 

so ist, weil tp eine l•'lltletion von ist. U ein Integral von tp 
allein, also muss sieli dV, dnreli (p und ansgedrnrki, in einen 
integrahlen Ansdrnek innrorinen lassen. .Man hat § ]9 * 

(lU = - ■ + : 

(t » sin’ (y) jifi ' (I n sin’ iti) iJit« 
alter wegen (1) ist 

-j, d<f 

Jxp tJtf' 

folglirh 

W -- «tsin’i(> — sin’ip) dtf 

• ■ — I + » (sin’ <p-|-8in’ it>) -}- «• sin’ <r .sin’ V> 

.Nun folgt ans der tileielnnig (3) dnreli ilifrerenlialion . weil 
a als eonslant zu lietrarliten ist, 

^(p tlq> zJtp di’ — k'^ sin ö d sin <p sin i<). 
oder mit imehmaliger Hemitzimg der tileielnnig (41 


k‘ sin a d {sin q> sin </’) = 


= P (sin'^ if — sin- tp) 


dtp 

jtp 


Dies nun in ,’i) siilistitnirl gield 


dU = 


» sin <1 d (sin <p sin gi) 


1 + II (sin’ ijp-f- sin’i/>)-f- n’ sin’ip sin’ g> ’ 


Oller wenn man 

sin’9 + siii^ii' = p. sin (p sin i> = q 


setzt. 


I + »« 4- n’ö* ’ 


1 n/j 4“ a*V* 

lind es ideilit jetzt mir noeli nbrig, p dnreli q aiiszudriicken. 
Dies geseliielit verniiltelst der zweiten der lileielmngen (1 ; denn 
aus derselben folgt 

(eos ö 4" = eos’ tp eos^ = (1 — sin* tp) {] — sin* i>) 

= 1 — T' + •. 
folglirh erhält man 


*) Lejfeiidre. Ex<?rcioes du oalcnl intt’^ral. I. jinp. 75 mul Traild 
des Foiiction.a oIHptiques. 1. pu^, 71. 

9* 
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und daiiti 


p = \ -^ q'^ — (ros ff + qJa)^ 

_ - sin^ff — 2 enaO^O q + A® sin'^ff 


,W r ^ 


n sin Gtltf 


1 + n sin* o — 'in eos ejaq » (it -f- A’ »in* a) q*’ 

oder wenn inan der Kürze wegen 

f>i sin ff — .V, M cos ffz/ff = H 

) 1 + n sin^ ff = .4, u (n k'^ sin’ ff; = » (« + 1 — ^ff I = ^ 
setzt. 


dü 


Mdq 

A—'iHq + Cq'' 

Hiednrrli ist nun dV als ein IlilTerential von eitler einzigen 
Variaillen q dargeslellt, und inan erhält alsdann 

^1 (9>. ») + (V'. ") “ + <’'')iisl. 

Zur Bestiinniiing der ('.oiislanteii hat man die üediiigung zu be- 
niilzeii. dass für ijp = o, = ff. also q = o werde; danir ist 


folglich 


y/i (ff, n) = I dU + Omsl. 

r 


//, {(p. n) + //, (((■, n) — II, (ff, n) — ( 

y 


1 

dU. 


Nun srhreibl .sich 
„U = -- 


r\f 


dq 


AC—fn + ^Cq — //)’ A('—H' . /i'?— " Y’ 

'^{lAC U>J 

deiniiarh erhrdt inan diirrli inihestininile liilegralion 

tf . Cq — II 

■— — arc lg = 7 ^^ — 

Iac-ii^ }'AC~II^ 

.1 

lind dann, wenn inan der Kürze wegen j dll = V, setzt. 

« ' 

,r w r . Cq — H , , Al 

' VÄC—Jfl L Vac—IP * Vac ä»J 


lind wenn man endlich die beiden Ari'iis Tangens nach der 
Korniel 

arc lg .r + .irr lg u = arc lg 

^ I .T^ 
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vereinigt, 


U, 


M , q f^AC- m 

aiT lg ' ■ 


Viv—K* " " A-Hq 

Siib.slitnirl man min liicriii die Werllie von M, A, B, C ans i6), 
so erhält man zunäehsl 

AC — = « (1 4- « — (1 + ti sin* ff) — n* ros*ff.r/*ff 

= n [1 + n — ‘J'o + « (1 + n) sin* ff — «z/*ff] 

=r w (1 + n) (1 — z/*ff + n sin* ff) 

= « (1 + «) (** + n) sin* ff, 
also wenn man der Kürze wegen 

fl+n)(A* + ^ ^ ^ 
n 

setzt , 


lind daher 


ÄC — B‘‘ = II l 'a sin ff , 

Ilx {<p, n) + /?i [t, n) — /7| {0, n) = L\ 

I . n r « »in QP »in i/> »in 0 

= — arc lg i T —• 

y fD ^ l+nanro — n sin <p 8itn(> cos Oi/» 

h'nr den Fall, dass der Parameter « iiegaliv und nuineriseh 
kleiner als A* ist, auf welchen Fall, wie § 20 erwähnt ist, sich 
die Jacohi’sclie iN’ormalform der dritten (iattnng hezieht, wird 
der vorige .Viisdrnck imaginär und verwandelt sich in einen Lo- 
garithmus. Setzt man für diesen F’all 

H = — A* sin*'«, 

so wird 

-j/ti + n) (Ä* -f- "I . cos « ,J« 

y Q) 1 / — - I : I 

r n Sin a 

deinnacli erhält inan 

y tg a — /*•’ sin « co.sa J« »inip sin g) sine 

■ lAa ^ 1— A' sin’o sin’«-[-A'*.»in'« siuip siiigi cosa ,J(j ' 

nml wenn man die Formel 


nnwendel, 

und 


7 ly '* = 4 log 7^ 


“ log B 


^ aJu 
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— /r* Hin * a »in*« — k* »in« slntp «in tp (»in ff co«« — »inacona^o 

I — Ä* »in* ff »in* a + A* »in a »in qp «int^ (»in ff cos« »in « cos ff ^0 


1 — A-® sin « sin <p sin il? 


1 + sin cc sin qp sin 


»in ff CO» « da — »in « co» 0 zfff 
1—4* «in* ff »in* « 
sin ff CO» « ^ »in « co» 0 2je 

1 — »in* ff sin* « 


Dioscr Ausdruck kniin uiin uiicli uiiiiiitlclliar in riliplisrhpn 
P'unrtioiieii ansgcdriickl «erden. .Naeli S. 72 hal inan nämlich, 
wenn 

ip = am u, n = — k- sin^ a = — k‘ sin^ um a 
ge.selzt wird. 

//, [fp, n) n [u, rt). 

‘ J am a ' ■ ' 


Mun ist aber, wenn ans.serdeni ^ = sin am v gesetzt wird, a = 
am [u + p), inan erliält also solnrl 

// (M, n + // (p, n) — II {u + r. rt) = i Ing H. 

In dem Ausdrucke für H aber wird den Fnrineln ;25) S. 112 
gemäss 


»in ff cos « dtt + sin « co» ff da 
\ — »jy* ff »in* « 


= sin am (i< + + «)♦ 


und daluT 


H == 


1 — 4* sin atn u sin am « «in am r» »in m/i (« -f* ® — '0 
1 '^4* »in ama »in amu sin am r »in am (m H-r + rt) 


l'eberblickeii wir die in diesem und den vorigen §§ gewon- 
nenen Resultate noch einmal, so bat sieh ergeben, dass in Folge 
der Relation 


ros 0 = ros (p ros tl> — sin pp sin tl> ^lo 
der .Ausdnirk 

Fi(p) + F\4'] — F[o] 

gleich Null wird. In F'olge derselben Relation wird dann der 
entsprerbende .Vnsdrnck für die Integrale der zweiten Gattung 
E^ pp) -f- 

einem algebraiscben .Vnsdrnrke, und der für die Integrale der 
dritten Gattung 

/7| {(p, h) + 77, 't, n) — II, (ff, «) 
einem Logarilbinns oder Arms Tangens gleicli. 
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Zehnter Abschnitt. 

Integration der elliidiscben Dill'ert'ntialglcichung in 
algebraischer Form. 


sS 85. 

Wir IihIii'm histii-r da.s Atldiliiinslhcomii und alle daraus 
flies.seiideil Forinelii in IrigiiiioinelrLselier Fi>rm gegeheii, indeiii 
«Lr von der .Xorniaironn der eHi|ili.srlieii lidegralt; ati.sgingeii. 
Wir wollen nun die Inlegration der (dli|iliseluMi IlilVerenlialglei- 
rhnng aueli in algcdiraiselicr Form vornehmen. 


Lag r a n g e ’ s .Methode. 

Kezeiehnel inan mit <px eine ganze F'unetion des vierten Lra- 
des, näinlieh setzt man 

(px = ,./ + Bx + + ^'r'. 

so kann man die elliptische Diflerenlialgleiehnng sehi'eihen 

rf.r , itn 

Tr— + 7/- — “■ 
t ipx I ip!/ 

Integrirt man dieselbe zuerst gliedweise und rührt als willknr- 
lirhe (amstante c denjenigen Werlh von ,y ein. weleher dem Werlhe 
X n eiiLspriehl. so erlifdl man 


/ ‘rfa~ , — r 

JVvx J V <(‘ 1 / Jl'fr 


’jjl/ 

' FW 

l'm nun die IlilTerenlialgleieimng anders zu integrireii und da- 
dnreh die algehraisehe Itelalion zwisehen x, y, c zu linden, sieht 
l.agrange .r und y als Fnnelionen einer neuen Variablen / an, 
indem er selzt 

ll.V 

dt 

woraus sieh 


= y<f>x. 


<ty 

dt 


= — 


Laprtui^e. Throrio ries fonctions §70. Kichciot. Uebcr die 
Integration eines merkwürdigen Hv»tem» Ditferentiulglcichnngeii. Crelle’s 
Jouru. Bd. 23. 
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rrgiebl. Iliirrh (Jiiailririitig und iiorhinnligi’ l)iflt<rpiilialinn narh 
I folgt daraus 


Hi* 


= HF 


i «PV. 


indem mit qt'.r di-i- llinVmitial(|imlieiil der Fiim lion <p nach x 
hezpichnct wird. Lagrangp setzt renier 


dann ist 


und 


dp 

dt 


+ y = /', -c — u = q. 

~ i + tp'y), 

}/(px — y'(py, 'In -z }/<px + yqnj. 


fnlglich auch 


(fp (Iq 
iti dl 


(p.l 




Nun hildel Lagrangp, um ein v<diständigps Difl'prential herzustpU 
Ipu, den Ausdruck 

,jfL — 'Is 

' dl’ dl ' dl ' 
welcher, dunh x und y aiLsgedrückt. 


prgieht, und den wii' der Kürze wi'gen mit .V hezeichucu wollen. 
Miesen .Viisdrurk eulwickelt mm Lagrangp durch Uechmmg, in- 
dem er X und y durch p und q ersetzt und zeigt, dass er sich 
durch y’, d. h. durch [x—y^ ohim liest theilen lässt. Mau 
kann dies aber auch ohne Itechuung eiuschen. .V ist nämlich 
eine alteruireude Function von x und y, d. h. eine Function, 
welche den eutgegengesetzten VVei'th annimmt, wenn mau x und 
y mit einander vertanseht. Kine alteriiirenile Fnuetiou alter, wenn 
sie zugleich eine ganze Funetiitn ist, lä.<st sich immer durch x — y 
ohni! Rest theilen. Dass dies mit dem .Viisdrurk .1' der Fall ist, 
sieht man ausserdem auch ein, wenn man hedenkt, dass ^.r — tpy 
aus einem .Vggregat von Milferenzeii gleichnamiger Poleuzeu von 
r und y bestellt, und solche MilVerenzen stets durch x — y theil- 
har sind. Ilienach ist also .V einmal durch x — y theilhar. Mif- 
ferenliirt man nun A' zweimal liiutereinander partiell nach .r, so 
erhält mau 
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^ Y .» , , , 

^ = -i K^ — 'J 9^ -^ ■ + i i?’-*-’ + 'py, — 

— — y) — i — v'y) 

^ ii^-y) + i <p"^ - i <p"'V 

= 4 (^‘ — y) 

und (liesp Ausdrürke zpigt'ii, dass aui li mid durch x — y 

llieilhar sind. Daraus folgt aber, dass .V sclh.sl durch {x — y)* 
theilhar sein muss. Da nun A' eine ganze Function vom vierten 
Grade ist, so muss es die Form 


.V = (x — y)’ (« + /3x + yy.t 


halten, wo ft, ß, y zti hesliiniucnde r.onstanten sinil. .\her A' ist 
eine alteruireude Function, also muss a + ßx + F.’/ '‘ii'c sym- 
metri.sche Function von ,t und y sein, demnach hat man zunächst 
ß = y, und 

X = (x — y)’ (a + ß (x + y)) ; 

dann ist aber ersicbtlicb , dass ß der (loefficient von x^, und a 
der Oeflicient von x’ in dem Ausdrucke für X ist. Da mm 

tp'x — B + 26’x + :U)x‘ + dÄx3 


ist, so ergiebl sieb leicht der Coefllcieut von x* 
ß = 2E — E z= E, 
und der t'.oellicient von x^ 

« = > fl -• yz = i i). 


und mau erhält 


A' = (x — y)’ {E (x + y) + i y>) 


und folglich 


rf*p dp da 

ln? - äi-Tt 


= {Ep + i fl). 


Dieser Ausdruck wird nun sofort inlegrabel,. wenn man ihn im 
Zähler und .Nenner mit </, und ansserdeiu die ganze tileichung mit 

2 '^^ inultiulicirt. Üeiiii dadurch kommt 
1/1 ^ 

^ fU \<tl I ,lu rfn 

T* -i + ^ 

und da inan jetzt zur l.iuken das vollständige Dilfereutial von 


'^P - 

dl rft* 
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Vj« ; st. 


sIpIipii hat. so folgt, ntMiii mit m dii; Inlpgratiuliscoiislaiilc 
bezpichiiPt wird. 


. . (I)’= 


( 1 ) 


Ap’ -|- Jtji m. 


Hieniil ist dip hvlpgralioii vollhrarlil. und da man fnr allp in die- 
spr (ilpiplinng vorkoinnipiidpii (Irösspii piidlirlip Aiisdrnrkp diiixh 
X lind y hat, so prhäll man, wpiin man iüpsp sniistitnii't, dip voll- 
ständige Inlpgralgipipliung in l'olgendpr Form: 

(2) • • = £ {x: + y)^ + ß (x + y) + m. 

l'in iKp willknrliclip Fonslanlp m diirrli c auszndnirkpn , sptzc 
inan darin x = o und y c, dann geht ^''ipx in y'A fiher und 
man Pidiält 


AV* — ßr 


lind dadiirrh 

( 3 j 


+ _ n{x+y) 


-a- 


) 


— Ar’ — De. 


Fm niin ztiei-sl zu zeigen, dass iiiispre friilierpii Irigonome- 
IrisrliPii ForniPii mit diespr algpliraisrlipii rilpirliiing anfs gpiiaiirslc 
znsainnipnliängpn, wollen wir statt des allgpincinen plliptisrhen 
l’rix 

Integrals erster (lattiing j die algeliraisrhe Norinalfonn 


ß 


iLr 


dessellipii betrarliten , auf welebe sieb jenes, wie wir aiisfrilirlieh 
gezeigt liabeii, immer znrnekfidiren lässt. Wir wollen also setzen 
<px =1 — a’) (1 — k- x’) = J — (1 -|- Ar’j x’ + Ar’ .r', 
wodiireli 

A = l, D — n, E = 

wird. Setzt man alsdann 

/ ih I • rfy 

j] <fx ~ “ ‘■’ 
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so ist I = « -f r, iMul unter der Ainiahine der speciellen 
,/ V>pr 
n 

Form von g>x 

X — sin (tm « = sin «; y = sin am v = sin b 
c == sin am u r) = sin O. 

Ferner 

1 — a:* = ros^ o, 1 — .e* = xP a, 

also 

<px = ro.s* a ^ a, tpy ~ ros- b A' b, (pc — cos* o A a. 


Setzt man alles dieses ein, so niinnit die lileirhnng (3) eine tri- 
gonometrisrlie F'orm an und geht in folgende über: 


( VOX a du — eoxbJhV' ,■< i ■ . , •> 

_ ^ ) — A- (sni a 4- sin ft * 

sinn — ^sinn j v i i 

A* sin* ff, 


= ( 


1 C08<yai/a'^2 

sina 


1 


«elrhe sieh anrh ans den rrfilieren Formeln herslellen lässt. 

•Ausser der (ileirliinig (2) kann man noch ein Paar andere, 
der letzteren äquivalente, Integralgleirhungen linden. .Aus (1) er- 
giebt sieb nämlieb 

= 9 y + "». 

und da 


ftp dq 
di' di 


tpx — (py 


uar, 

dt 

Nun war aber auch 


tpx — qp// 

i/V Kp*-Jj-/)p^m 


+ y<P!/- 

also erhält mau 


l^(px + = 

Aus (2) zieht man 

}/tpx — y<py = 
mithin ist auch 


<px — tpy 

q VEp'-\- np-\-rn 
q y'Ep^ + Dp 4- m. 


2i/wx = *p-' — yy + ?* ( A-y+ op + >«) 

qVF.p*-\- Dp 4 * m 

2 ~ yj— *py — ?*(>->* 4- »v + ”d 

7 FA.';i *4- Pp 4" 
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z»i‘i 4 il<'idiiiiig)>ii, (lii- (liircli Quadrirmig sogleich ralinnal in x 
1111(1 y werden. 

Kill er 's Methode. 


8 31». 

Euler schlug den eutgegeiigesid/.teu \Xeg ein, indem er 
von eimu' endlichen lileii'hiiiig aiisgiiig und aus derselheii durch 
[tilTereiUialion iiirsere ItilTereutialgleichung ahleilele, der .Art. dass 
sie eine Koiislaiile weniger enthielt, als die endliche tileichung, 
sodass diese die vollständige Integralgleichung von jener war. 

Euler ging von einer allgciueinen Gleichinig zwischen x und 
y aus, die für keine der heiden \'ariaheln den zweiten Grad üher- 
steigl. Eine solche lä.sst sich in zwei Formen schreihen: sowohl 

« + + y-r' + y («1 + ßf'^ + 

+ •/ («I + /*2-r + Yi — 0 , 

als auch 

+ “i y + «if ) + ^ (ß + ßty + ßiV'^'i 

+ [Y + Yi’J + Yi’f ] = »• 

oder wenn mau 


(5' . 


a + fix + yx‘‘ ~ X a + a,y + a,y‘‘ = Y 

■ «I + ßi^ + Yi^'‘ -^'i ß + ßiy + ßi’j‘‘ — i'i 

«2 + ßr’^ + Yr<^'‘ - - -'^'2 Y + Yiy + Yi'f = f 2 


setzt, auch 

(6) + yd'i + y‘‘X.j = I), oder E + xE, + .i’Ej = 0. 
Itiirerentiirl mau diese Gleichinig vollständig nach x und y, so 
erhält nian 

(E, + 2.TE3) (Ix + (A'i + (ly — o, 

oder 

dx j r/v _ 

i , - “■ 

Kiirch .Aullösung der Gleiclnnigeii (6) alter erhält mau 

( 7 ) (A-, + 2 i(A,)’==AV' - AXX.,i (E, + 2 xy,;^= 1 ',^- irr,. 


*) Kuler. liistitutiiiiirH eatculi integrnlis. I. .Sect. Cnp.li. M o i gn o 
Lev. <1® cntcut diff. et int. tl. t02. 
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lolglidi 

,.g\ </j' jlu 

llaillirrli hat <lii> IliflrRri-nliaigiRii-hmig sclioii in so woil dio ge- 
»finsrhle Fonn, als ilio IlifTi-rcntialo dx iiiiil dy dividirt sind 
dniTli die Wurzidn aus gan/on Functionrn di‘s vierten (Irades von 
X nnil y. Alli-in bei der elli|ilisi'hen Itiirerenlialgleielinng sind 
diese FiiiK'tionen in lieiden llliedern dieselben, lim der gefun- 
denen llin'ereiilialgleieluuig diese Form m gehen, darf man nur 
die ('.oellirieiilen o, /}, y, a, u. s. w . so wälden. dass die A' die- 
selben F'imetionen von .r werden . wie die y Funeiionen von y 
sind. Nun unlerselieiden .sieh die X von den V aber nur da- 
ddreh, da.ss die /ur Diagonale syinmelriseh liegenden l'.oeffieien- 
ten mit einander verlanselit sind. Setzt man daher je zwei sol- 
eher ('.oeflieienlen einander gicieh. so erreiehl mau das Verlangte. 
•Man setze daher 

a — a, ß = K^ — h, y = a., = r, /J, = d, y, : 
dann wird 


:/Jj = e, y.,=f. 


-V = « -j- hx -f- cx'^ y = a -j- hy ctß 
.V, — h dx -F e.r* = h dy ey^ 

A'j = e -F fx -f fx‘‘ 1 j = e -F -f fy‘ 

und die DifTereiitialgleielmng 'S gehl in die elliptisehe Differeii- 
tialgleiehung fdier. Die ursprütiglir'he Dleiehung (4) wird aber 
danfi syinmelriseh und erhrdi die Form' 

(9) 0 +h(x+ y) -F e (.v* -F r) + dxy + exy (.r + .'/)-•- /"a-y = o. 

Diese r.leiehung ist nun die Integralgleiehung der Diirereiilial- 
gleielumg (8), und sie ist aueh vollständig, denn sie enthält 0 täin- 
slanten, während jene nur 5 enthält. .Setzt man nämlieh jetzt 
-V,J — 4 -V-V^ = ./ -F Bx + Cx^ -F f>.c‘ -F Aa < = <px, 
so wird 

lA <= //•* — 4«e; B — Ihd — 4(«e + 

{10} J C= + 2be - 4 e* -F he -F af) 

1 1) = 2i/e — 4 (er + hf \ ; E = r’ — \ef. 

Sieht man nun die Dilferentialgleiehung (8), also aueh die 
|■■r()sseu A, B. C, 11. s. w . als gegeben an, so ist es niehl möglieU, 
ans ilen vorstehenden .h (ileiehungen alle 6 lirös.sen ti, h, e. ii. s. w. 
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zu hesliinin*'ii. soiidiM'ii (‘im- iliM'sidlion lilribl imlhnendig wiUküi'- 
lirh. IHc (Moiclmng (9' ist dalicr dii* vnllisländigc IiilPgralglci- 
rlaiiig der IHfremilialgleii liimg (S). imd zwisrlien den Cniistaiileii 
n. b, r, u. s. w. und A, P, C, ii. s. «. liesCelien die 5 Bedingnngs- 
gleirlmngen (JO). 

Man kann nun aiicli vuii liier aus wieder auf die lileieliung 
(2) des viirigen § gelangen. Wir wollen dahei nur das obere 
Zeirben der (lleirbuiig (8) berürksirliligen, iiideiu das uiilere Zei- 
rlien zu ganz rdinlidien Kesiiltalcn fübri. 

I’uler dieser Voraussetzung eriiäll inan aus (7 

}/q).r — .V, + 2?/-V.. l'cpy = I', + 2al',. 

und daraus 

]'<px — fcpy = .V| — r, + 2jt.Vj — 2.>rj, 
und wenn inan diesen Ausdruek entw irkell , 


y cfix — ]^<py = d (j- — y + e fa-’ — \ß) -\- ly {c + ea- + /a-*; 

— 2.r (e + ey + fy'>] 
= [d — •Ir) \x —y\+c (x* — y^) + 2/a-,V (-r — V). 


inilliin 


Kv:!L^yjPl = _ 2e + (a- + y) + 2/-.ry. 


.r — y 


Kriiebl man nun diese tileirliniig ins (.liiadrat. so koniiul 
_ yj _ 2 rß + e'^ tx + y)* Af '‘x'‘tß 

+ 2c [d — 2c' (a- + y) + Af {d — 2c'i xy + Arf.ry (x + y). 


Wegen (9) ist aber 

4/'^x'^y2 + Aefxy (x + y) + Adfxy = — 4c/'(x’ + y*i — Ah/' (.r + y) 


Siibslitiiirt iiiaii dies, so erbäll man 
>2 


— Auf. 


(' — =(c’ — Acf (a- + i/''+ [2c(d — 2c — dV] (a' + y'' 

' ' +{d-2r '‘~ A»f. 

und wenn man die .Xu-sdrücke (10) berücksirlitigt. 

(— ~/^) = E{x + y^ + D{x + y + [;rf - 2c,’ - Anf], 


Dies ist aber die Gleirbiing l2'i des vorigen §. und der Ausdruek 
•((/ — 2c':’ — Aaf die willkürlirlie (auistaiite dieser rileiebung. 


Ailsolin. XI. Janilii's gpoinolrisflie Cnnstriii'linii ili's Hr. % 37. 143 


Elfter Abschnitt. 

Jacobi’s geometrische Constriiction des Additionstlieoremes.*) 

S; :i7. 

• • 

Wir gclii'ii iiiiii zu •■inigfii gi*omcli’isclieii Itclrac'litcingcn filier, 
«lie VOM J,1 roll i hei-rülireii.zun.ärhst iiprli ini( dein AddUiniislheoreiiie 
ziisaiiiinenlifnigeM und eine ('.onslrnrlion des.sellien liefern in ähn- 
Heller Weise, wie die lionslriietion Lagrange’s mit Ilfilfe der 
s|)liäriselien Trigononielrie 30j : die uns dann alier aneli zur 
Hereelinimg der elliptiselien Integrale fiiliren werden. 

Es seien (Fig. 9) C und e die .Mittel|innele zweier Kreise, 
von denen der letztere ganz 
innerlialli des ersteren liegt, und 
li lind r ihre Itadien, ferner 
d = Ce der Ahstand der hei- 
den Miltel|iiinete von einander. 

Die Verliindiingslinie der heideii 
■ Mittelpiinete sei AB. Auf der 
Peripherie des äusseren KreLses 
iiehnien wir einen veränder- 
lichen Pullet Fan. dessen Lage 
diireli den Winkel, den der veränderliehe Radius CF mit dem 
festen Radius AC hildel, gegelien sei. Diesen Winkel hezeiehnen 
wir mit 2qp, also 

.iCF = 2<p. 

Aus F lege man eine Tangente au den inneren Kreis, nenne den 
Rerriliriingspiinel T und drüeke die Länge der Geraden FT ihireh 
q>, B. r. d ans. Zieht niaii die Geraden Fr und Tr, .so ist 

FJ^ = Fe* — r* und Fr- = ß* d* -p 2BÖ ros 2<p, 
also wenn inan noch ros 2(p -= l — 2 sin* <p setzt, 

*) Jacolii. l’otior die .Anwendung der elliiitisetien Trnnseendeiitcn 
anf ein I*rnljlem der Klenieiitargeometrie. CreIIe'8 Jotirn. Hd. ,3. 
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FT^ = (/? + — r’ — 4äR siii'^ <p. 

Ff l\R~+d^- 
Setzt man min 

43« j 

(«+3)‘-i-» ~ • 

so «ird 

ff = y{» + / l — A-1 sin'"qp 

= y (R d * — r’ z/ip. 

Driiekt inan den \<>r stellenden Faelor durch k aus. so kann 
man anrii selireiiien 


II 


FT 


■ifsn . 


l’iii die e|>ometris('he Kedentmig diesis F.ielors einznselien , darf 
man mir den l’niiet F so wrdileii, dass das zngeliöriee z/ip den 
Wei'tli ] erhält. Man hat also ip = o zu setzen, d. h. den 
l‘nnet F mil dem Pimrte A znsammenrallen zu lassen. Zieht 
man dann ans A eine Tangente an den kleinen Kreis und nennt 
I den Iterfihrnngspimet, so ist. wie aneh ans der Figur iiinnittel- 
har erhellt, 


y (R ÖA — r'4 = 


2 ViH -r. 


Al, 


also aiieh 


2'i FT = Al ^(p 

Die.se (lleiehnng gilt, ^lo aneh der 1‘niut F anl' der Peripherie 
des äusseren Kreises liegen mag. Bezeiehnel nun F' den Piinet. 
in welehein die Tangente FT den äii.s.semi Kreis zmn zweiten 
Mah‘ sehiieidet, und nennt man 2<p' den Winkel zuisehen dem 
Itadiiis CP' lind dem festen Hadiiis CA, setzt also 
ACF" = 2rp', 

so ist auch 

■ 3) Ft = 7t J<p'. 

l’ntersiiehen wir nun zuerst, wann der Modul k- kleiner als 
1 ist. Damit dies cintritt, nniss man hahen 


4ÖR < R + df — r-, r‘ < (R - di^. 

I.iegt nun iler Mittelpiinet e des kleineren Kreises innerhalh des 
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gnwserrn Kreise.s, so ist Ä > d also R — S positiv, und da- 
her muss 

r < R - S 

.sein, d. h. der kleinere Kreis muss ganz innerhalb des grosseren 
liegen und denselben nicht schindden, wenn k* ein «‘cliter llriirh 
sein soll. [A n m. I.äge der Mittelpunct c ausserhalb des Kreises 
mit dem Mittelpiincte C, so würde S — R positiv sein, und man 
würde dann r < d — R haben. Dann müsste also der Kreis 
c ganz ausserhalb d«‘s Kreises C liegeir. Wir wollen hier nur 
den «irsteren Fall verfolgen.] 

Um nun zuerst anzudeuten, p 

worauf diese lielraclitiingen liin- 
zieleii, wollen wir zeigen, dass 
die beitlen Winkel tp und tp, 
welche den Endpunctcn F und F' 
der Tangente FT zugehören, 
der elliptischen Differentialglei- 
chiing genügen. Zu diesem 
Ende la.ssen wir den Winkel fp 
um «‘inen beliebigen Winkel h 
wachsen, und es sei (Fig. 9.) 

ACG = 2 ( 9 ) -F h), also FCG = 2A. 



Aus G ziehen wir die Tangente GG' an den kleinen Kreis und 
bezeichnen «len «ladurch enistehcnilen Zuwachs des Winkels tp' 
durch //, sodass 

ACG' = 2{<p' -F h') und F'CG' = 2h'. 


Pie Winkel h und h' sind beliebige endlicbe Winkel; man be- 
merke ab««r, dass das Verhältniss dei'selben t, wenn beide ver- 

n 

stdiwinden, dem DilTerentialverhältniss gleich wird, iiAmlich 

aKp 

lim i = (für h = 0 ). 

h tiip ' ' 


Bezeichnet L den Durch.schnillspunc.t der Geraden FF' un<l 
GG', und zieht man die Sehnen FG und F'G', so hat man zwei 
ähnliche Dreieck«! FLG und G' LF'. mithin 


II r i g e , fllifil. 


FU 

ro' 


> 7 , 

m- 


10 
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Nun ist .‘ibiT 


also 


FG = 2 ft sin A. F'g' = 2R sin //, 

, sin h 

FG sin h _ ' h~ 

FUi sin h' . , sin // 6**/. 

* -ir 


Lässt man min A viM-scliwinilcn , also GG' mit FF' zusammcnral- 
len, so ist 

sin h ^ 1 * flin h , i* ^ .r- < \ 

lim - 7 — = 1 , Inn — n— = 1 . »»* t* = * = o). 

h h h a(p 

f«‘riirr falli^n dniin dif Pum lf L und G' rrsp. inil den Piinrien 
T und F’ /.iisainimui, man ei hiill also 


4l(p /’7' 


lind wenn man darin die Werlln' von FT und F T ans (2) niul 
(d) sidisliluirl. 

fltp Jtp 

fiep' Jq)* 

oder 


(1) ■ ■ 


dtp rlip 

Jtp' Jtp 


Die AVinkol qr und q>' };onÜ 5 rn also uii'klirli der riliptisriien 
DilTemilialjtIcii'lmn" und zwar derjenigen für die Snidraetion. Elie 
wir mm weiter gehen nml nainentlieli Integralgleielmngen vor- 
stehender lliirerenlialgleiehimg, d. h. endliche |{eziehungen zwi- 
schen den Winkeln q> und (p' auf geonielrisehein Wege anfsnehen, 
wollen wir zuerst den .Modul A’ il.äher betraehleii und die zur 
folgeiuien Cuiislrurtiuii nulhw endigen .\ufgaben b'isen. 


§ 38 . 

Den grösseren Kreis mit dem itadiiis F, sowie den auf der 
l‘eri|dierie des erstereii liegenden l’uiiet .4, von vvelebem au ilie 
Winkel {ff und ijp' gezählt werden, nelmieu wir als fest an, unil 
man kann aiieh .an die Vorsleihmg anknüpfen, dass der Ka- 
dius F :ds l.äugeneiuheit angenommen werde, in weleheiii 
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Falle die liügeii AF uml AF' den Winkeln itp und 2<p gleich 
u erden. 

Wenn ausser dem grös.seren Kreise ancli noch der kleinere 
Kreis gegeben ist, so Lst damit .uich der Modul k gegeben. Wenn 
aber ningekebri k gegeben ist, und dies Ist bei der ItilTerential- 
gleicbiing (4) in <ler That der Fall, so i.sl damit der kleinei'e 
Kreis noch nicht vollständig gegeben, denn da 


(5) 


, 5 4 »/( 

* ~ (ft-f »)*— 


ist, so kann man einer der beiilen Grössen d und r, von vrel- 
chen die Lage und Grös.se des kleinen Kreises ahbängt, sehr ver- 
schiednie Werlhe zucrtheilen und dann mittelst iler vorigen 
Gleichung und dem gegebenen Werthe von k jedesmal den ent- 
sprechenden Werth der anderen Grösse herechnen. Zu einem 
und demselben Werlhe des .Moduls k gehört also ein ganzes Sy- 
stem von unendlich vielen inneren Kreisen, und es Tragt sich, in 
welcher geomelri.schen Keziehuug alle diese Ki’eise zu einander 
stehen. 

Es soll nun iiachgeuiesen werden, dass alle diese Kreise, 
welche zu demselben Werthe des Moduls k gidiören, dadurch cha- 
rakterisirt sind, dass sie mit dem äusseren Kreise eine gemein- 
srhaTtliche Linie der gleichen Tangenten haben. 

Es ist bekannt, dass der geometrisebe Ort Tür alle l'uncte, 
die die F^igenschaft haben , dass die aus einem dieser 1‘unctc an 
zwei gegebene Krei.se gelegten Tangenten einander gleich sind, 
eine geraile Linie ist, welcher eben dieser Eigeuschan wegen 
Steiner den Namen der Linii’ der gleichen Tangenten gegeben 
hat. Kie.se Gerade steht senkrecht auf iler Verhindnngslinie der 
Miltel|iuncte der heiden Kreisi-. Schneiden .sich die letzteren, .so 
geht jene Gerade durch die beiden KncchschniUspum le, liegen 
die Kreise ganz aus,ser einander, .so liegt sie zwischen heiden, und 
liegt der eine Kreis ganz innerhalb <les anderen, so liegt die I,i- 
nic der gleichen Tangenten ausserhalb beider Kreise, und zwar 
auf dei'selheii Seite, auf welcher der .Mittelpunct des inneren 
Kreises von dem des äusseren aus gerechnet liegt. 

Lni die Lage der Liiue der gleichen Tangenten für zwei ge- 
gebene Kreise zu linden, hat' mau hienach nur nölhig, einen Kiiiict 

10 * 


Digitized by Google 


148 Aliscliii. \1 Jiu'olii's ^'CiiiiaUi'isclie Ciiiisliuclion ili's cic. itf*' 


ilcrsclben zu lieülimiiit^n. Wir « 
10) zu lii‘s(iiuiiien siu-lu'ii, in ui 
l'iK. 10. 



»IIpii (l(uijpiiigi>n Piiiicl P iFi^. 
iclicin ilic Liiiii' <li‘r f(lpirhi‘n 
Taii)i!Piileii die Verbinduiifc.s- 
lüiip AP der MiUpl|)Uii<'ti^ der 
lipiduii kreise C und c sclinoi- 
dpt. E.S sei PfJ die Idiiic der 
^leiebeii 1'aiigpntcii für die 
Krei.se C und r. Legi mau 
von P aus an die lotzlereu die 
Tangeiileii PS und Ps, so ist 
der Puiiel /' aus der liedin- 
giiiig, dass 

PS = Ps 

sei, zu besliiutnen. Ks ist 
aller 

Ps- = (•/>’ — r- 


rP CP — d. 


also hat man zur Destimmuug der Lutfermiug CP des l'iiurles V 
vom Mittel|)uurt C <lie tileirliuug 

CP- — TC -r. {CP - d 5 - 

aus welrlipr 

CP — 

— IS 

und 

AP — R A. _ (M- J) » - 

folgt. Führt man aber hierin k- milteist der (ileirbimg (5) ein, 
so erhält man 

(ß) 

Hieraus folgt, da.ss die Knirernuug des l’unrtes P vom Pniikle A 
nur von A- abhängig ist. Wie man also amh sonst die rirössen 
r und d, d. h. die (irüsse und Lage des inneren Kreises, varii- 
ren mag, wenn nur der Modul k denselben Werth heihehält, so 
bleibt die Linie der gleiebeii Tangenten PQ unverändert dieselbe. 

Hs gehört also in der Tbat zu einem gegebenen Werlbe des 
Moduls k eine Schaar von inneren Kreisen, welche alle mit dem 
äusseren Kreise die nämliche l.inie der gleichen Tangenten be- 
sitzim; und zugleich folgt aus den oben angeführten Figenschaf- 
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ten der Idnie der gleirheii Tiiiigeiileii, dass vnn diesen Ki'cisen 
jeder den folgenden ganz iinisehliessl. ntiil keine zwei dieaer Kreise 
einander selineiden. 

Die Formel (lii liietel anrii ein leichtes .Mittel, fnr einen ge- 
gehenen Werth vnn k die zugehörige l.inie der gleichen Tangen- 
ten zu constmiren; denn da inaii diese (jleiclinng als i’ro|iorliun 
so .srlireihen kann 

AP : 2Ä R : Rk\ 

so hranrhl man nur durch den Pniirt A eine hetlehige (ieratle 
zu ziehen lind auf derselhen AD = Ä, AE — Rk'^ zn macln'ii, 
dann KU, und DP parallel mit EB, zu ziehen: so ist P der 
Dnrchschnittspimct der Linie der gleichen Tangenten mit AB. 

Kennt man mm auf diese Weise die zn einem gegehenen 
Mo<hd zngeliörige Linie der gleichen Tangenten, so kann man 
nachstehende, für ilie Folge nothwendige, Aufgabe lösen: Ans 

der zn einem gegehenen Werthe vnn k gehörigen 
Schaar von Kreisen d e n je ni g e n K re is zn finden, wel- 
cher eine gegehene Sehne des äusseren Kreises be- 
rührt. 

F;.s sei FF' die gegehene Sehne. .Man constrnire zuerst die 
zn dem ge'gehenen Werthe von k gehörige Linie der gleichen 
Tangenten PQ, verlängere die gegehene Sehne FF', bis sie die 
('■erade PQ in H schneidet. Ans // lege man eine Tangente Hl 
an ilen äusseren Kreis und nraclie auf der gegehenen Sehne HT 
= Hl. Dann ist T der llernhrmigspnnct, und wenn man in ’P 
eine Senkrechte anf FF' errii htet, welche die (lerade Ali in c 
schneide, so Ist c der Miltedpnnet des gesuchten Kreises. 

H!l. 

Die so eben erwähnte Aufgabe kann man ancli anf eine ati- 
dere Weise, lösen, indem man dazu statt der Linie <ler gleichen 
Tangenten einen gewissen l'unct henntzt. der anf folgende Weise 
entstellt. Da die I.inie der gleichen Tangenten immer auf der- 
jenigen Seite des Mittelpimcts C liegt, anf welcher sich auch der 
andere Mittelpnnct c helindet, so kann dieser letztere l’nnct nicht 
anf die andere Seile hinnher rücken, ohne dass sich die, Lage 
der Linie der gleichen Tangenten ändert, sondern er kann höch- 
stens mit C znsammenfallcn. Es ist also 0 der kleinste Werth, 
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den (lor .Mistand (V atinelimon kann. Da man nun die Uloirhiing 
(5) .sohreihon kann 

, — idH 

so zeigt sie, dass für d = o, r — R wird, dass also dann der 

innere Kreis mit dem Snsseren /.ns.annneiilTdlt. Ks fragt sieh nun, 

welohes der grüssle Werth ist, den 6 annchnien kann. I>a olTeii- 

har S immer grösser wird, je mehr der lladins r ahniniint (weil 

nämlioh jeder kreis den fidgetideii umsrhliesst nnil der Mittel* 
|»iinol stets narh <ler Seile hinrnokt, auf weloher die Linie der 
gleiolien Tangenten liegti, so wird Ö seinen grössten Werth errei- 
rhen, wenn r verschwindet, wenn der innere kreis also in einen 
Pnnrl degenerirl. Wir widlen diesen l’nnel den Grenzjiunol 
nennen und mit 0 hezeiohnen. Die Lage des.sellicn können wir 
hestimmen, wen wir in (5) d = CO und r — o setzen, dann 
erhalten wir 

iH.rb 
(li+mf' 

oder wenn wir da romjdement des Moduls, k"^ =1 — k'^, ans- 
driieken, 

_ (H—COY 

~ (It+cof 

Da mm jedenfalls CO < R ist, weil der (irenz|mnrt innerhalh 
des äusseren Kreises liegen muss, wenn für ihn die Linie der 
gleichen Tangenten ihre Lage nirhl verändern soll, so ist 


== 


k' = 5-7-^, und daraus folgt ~ 


1 -k' 

r+?' 


R+ro’ 

Dieser Werth spielt in der F(dge eine grosse Rolle: wir he/.eirh- 
iien ihn mit Ar„, setzen also 

(7) = 

und nennen ihn den transformirteii .Modul. Danti wird 


CO = Rk„. 

Hiednrrh ist die Lage des («renz|)unctes 0 hestiinnit, man 
kann hieraus seine Enifermmg vom Miltelpnncte C hererhnen. 
I'm ihn auch fiir einen gegehenen Werth von k zu constrniren, 
hestiiume man eineu inkel i so, dass 
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k — sin 5. 

Wils immer geschehen kiimi , da k ein ecliler ltnidi ist ; dann 
wii'd k' = cos 9 lind 
1 


1. - — i„J I 5 

“ 1+CO.S9 ~ * • 


also VO = n lg- A 5. 


Man iiiache nun (Kig. 10) VC ft gleich dem gegeheneii Winkel 9 
iiiid ziehe VM, so ist VyfB I’ig. 10. 

= • 9. Errichlel man dann 
in C eine Senkrechte auf 
weiche die (Icrade A V in /W 
schneide, so ist CM = Ätg 
Errichtet man ferner in 
M eine Senkrechte auf .IV, 
welche .4B in 0 schneide, so 
ist auch CMO = 9, also 

CO =■ CM lg ^9 = Ä lg’ ^9, 
mithin 0 «ler gesuchte (Irenz- 
|tuncl. 

Iln der Grenziiiinct 0 die 
Stelle, eines der inneren Kreise vertrill , so nimint jede durch ihn 
Inndiirchgehende Gerade die Stelle einer an einen inneren Kreis 
gelegten Tangente ein. Man kann also mit llfille der Linie der 
gleichen Tangenten den Grenz|iiinctO auch dadurch linden, da.ss inan 
PO -- - PS == Ps macht. Ferner kann man auf den Grenziiunct 
auch die Gleichung (l). iiänilich 

FT = 

anweuden, weun inan darin stall FT und ö res|i. FO und CO 
setzt, dann erhall man J-'ig. lOi 

2 j/ cö.n 



FO 


Mtp, 


und wenn man diese Gleichungen durch einander dividirl, 
yj- _ Vs I , . FT __ 

FO y~c(t " F'j yci) 

Da nun die Lage des Gretizimncls 0 nur von dem Werihe von 
k, nirlil aber von der Lage des I’unrles F, d. h. von dein Werllie 
von fp, ahlifingig ist, so zeigt die zweite Gleichung, dass, wenn 
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man dL-ii kletncn Kreis, also d variirl, dagegen F feslhält, das 
Verhällniss 

FT 

n 

cnnslanl Ideibl. Die erste (ileielinng aber zeigt, dass, wenn man 
einen kleinen Kreis restbält und den l'unct F sieb verändern 
lässt, das VerhältnLss 

FT 

FO 


stets denselben W(;rtb beibebält. Wendet man diesen Satz auf 
den anderen Endpunet F' der Sebne FF' an, so folgt 

FT _ Fr 
fV FO' 


und daraus nach einem bekannten Salze, dass die iiaeb dem Ue- 
rrdirnngspiinete T geriehtete (lerade OT den Winkel zwiseben den 
(lei'aden OF und OF' llalbirt. 

iliednreb ist mm ein anderes .Mittel gegeben, die obige .Vnf- 
gabe'zu lö.sfii, nämlieb denjenigen Kreis ans der zu einem gege- 


benen Wertlie von k oder 5 
yip. 10. 



gebürigen Seliaar zu linden, der 
eine gegebene Sebne FF' be- 
P rfdn t. .Man consirnirt (Fig. lo) 
zuerst auf die oben angege- 
bene Weise den zn dem ge- 
H gebenen Wertlie von k geliö- 
renden Crenzpnnet O, zieht 
OF lind OF' lind balbirl den 
Winkel FOF' . Die llalliirnngs- 
linie OT trilTl dann die Seltne 
ff' im Derribrnngspiinete T, 
lind bat man diesen, so fin- 
det man, wie (dien, auch den 
.Milteljiunet r. 


§ 40 . 

Mir kebreii jetzt zu der Diflerentialgleirbnng (4) znrnck, 

dtp dtp 

J(f dJtp " * • ^ 
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welche fiir die den Kiidpiuicten F und F' einer helieliigen Seime 
zngeliürigen Winkel ip und ip' gilt, wenn diese Sehne irgend 
einen Kreis aus der zn k‘‘ gehörigen Schaar berührt. Wir »li- 
ehen Integralgleichnngen zn dieser Din'ercnlialgleiclmng, d. h. 
endliche Beziehungen /.Mischen den Winkeln tp und q>'. Wi-nn 
eine solche die irgend einen inneren Kreis besliinineiiden Stücke 


l'iK. 11. 






enlhrdl. So wird sie eine conslanle 
Grösse mehr entliallen , als die l>if- 
rerenüalgleichnng und daher eine 
vollständige Integralgleichung sein. 

Fällen wir ans dem Mittelpnncte 
C Fig. II) eine Senkrechte Cf auf 
ff’, so erhalten wir sogleieli zwei 
Integralgleichungen dnrcli die Itela- 
tionen 

(S) .. Ff = '^iFT -F F’T) 

lieiin da nach (2) und (31 

FT = A F'T = ,11 zJq 

ist, so hallen wir nur noch Ff und fT aiis/.mli'ucken. Ks ist aber 
FCF ■ ■ 2(9' — <p), also FCf = qp’ — q. 

mithin 



fT = . 1 , FT - F'T). 


(9j . . Ff = R sin [q' — q), Cf = R cos [q' — qp). 

Zieht man fernei' cT, und CH senkreclit auf cT, so ist 

fCA — q'+q, al.so fCr=:\^{)” — (qp'-f- q), HCc = ÖO" — (qp’ -F qp) 

und daher 

• (10) fT = 6 sin (qp’ -F qp). cH Z= ä cos (qp' -F qp). 

Setzt man diese Werthe in 8) hinein, so erhält man 
R sin (qp' — qp) t= ^ (^q -F z/qp'l 

d sin (qp' -F qp) = ^ -4/ {^}q — z/qp') 

oder 

^ Jq>-\-Aip 2/< Jtf — dq 2A 

siiifiji’ — tp) Äl' »in qp) ,4t 

Beides sind vollständige Integralgleichungen mit den willkürlichen 
Gonstanteii Ji und Um nun diese durch eine ausziidrücken, 

wählen wir dazu, wie es srhoii fi'üher geschah, denjenigen Werth 
von' qp', welcher dem Werthe qp = 0 entspricht, diesen hezeich- 
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iieii nir mit « und können ihn teirlit cuiistniiren. Wir hrau- 
cln-ii mir die ans A an den iimern krei.s gelegte Tangente Al zu 
verlängern. Ins sie den äusseren Kreis zmn zweiten Male in A' 
schneidet, dann ist der dein I’imcte zugehörige Cenlriw inkel 
ACA' — 2«. 

und ans der in den vorigen §§ gelösten Anl'galie erhellt, dass, 
sohald « gegehen ist, ilainit mich ein heslinnnter Kreis" ans der 
zn k gehörigen Schaar gegehen ist. 

Setzt maiMiiin in den tlleichinigen 11) <p = u und <p' = a, 
so ergieht sieh 

^ M l — Ja ' 

Al »in« ’ Al »in« 

und daraus 


( 12 ) 


d = li 


1 — Ja 
I "1“ Ja 


Zieht man auch noch Ca senkrecht anl' Al nnd ansseriiem cl = r, 
.so folgt, weil ACa — Acl — « ist. 


(13). 


r 


iß + 


cos a = 


2 H cos« 
l+J« ■ 


llnrch die Kinriihrnng von a werden mm die tileiclnmgeu (II) 


4- Jv^^ 1 + Ja _ ’Jtf — J(f I — Ja 

8iii((p* qp) »in« ' 8in(*p-|-qp) »in« 

Ans ihnen folgt durch Addition 


2 J<f -f- J<f , -Jq> — Ja>‘ 

sin« sin (<p — qp) ~ sin(<p’-|-ip) 

[sin(<p'4-g’14~s‘'‘f‘P'~ y)] — s inf ip' — qp)|.Jy' 

sin'qp* — sin’qi 

also 

. siii^qj* — sin*® 

Sin « = . , ... f-v-> • 

sinip cosqpjij) 4 - siiiqp cosq) J(p 

Diese tlleichung ist von der im § 27 ningeformten (ileichnng 
(21) fast nicht verschieden. Wiederholt man hier die dort voll- 
zogenen Operalionen, so eiinält man 


siiiqp' cos — sinqp co8qp'.:tqp' 
sm « — — I — i'Bin’D sin’qp' 

und damit niisere hekannte Formel für den Sinns der .Vmplilude 
einer DilTercnz. In der That wird durch gliedweise Integration 
der DilTcrcnlialgleirlniiig (4) und durch Eiiifiihrniig von a 
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also neim iiihii 

•p' 


setzt, 


f 'I 

/ dtp' / '/qp / da 

J J j<p 

ßt- = h = ”• J 


ila 

Ja 


lllut 

tp = am u , fp = om u, « = am a = am (« — «). 
Noch eiiu: dritle liitegralgleicliiing, die zHgleicli direct die 
l^.'igrange'sdie Formel liel'crt, erhält man rolgeiidermusseii. Fs ist 
r = eT = Cf + eff, 

lind wenn man ilie Gleicliiiiigeii (It) iiiid (10) aiin endet. 

(14' . . r = R cos [tp‘ — tp) ö cos [<p' + tp). 

Dröckt man darin r iimi Ö mittelst (12) und (l.'i) durch u ans, 
so erhält man 

2 tos tt , . \ I I — I ’ I ' 

r+Ja = + 1 + Ja t’’ + f’> 

oder 

2 cos a = (1 + zttt] cos {<p' — 9 >) + (1 — Jfa) cos {q}' + q>), 
mithin 

(15i . . cos a = cos <p' cos <p + sin q>' sin tp jfa, 

welches die Lagraiige'sclie Formel ist. 


Fig. 12. 


§ 41 . 

Ilicdiirch ist nun ein bei|iicmes Mittel gegeben, die 
tnde der Summe oder IlilTerenz 
zweier Argumente geometrisch zu 
constrniren. Ileiin zieht man die 
beiden den inneren Kreis bernh- 
rc'iiden Sehnen, FF' und JA' (Fig. 

12), niiimit den Radius des äusse- 
ren Kreises als Längeneinheit an 
und setzt die Kreisbögen 

AF = 2am u, AF' = 2am u , 

AA' = 2ow «. 


Ampli- 
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r 7r- 


■so ist 

M — l( = «, H = H fl. 

Ist also MUH zuerst am ii iiml am u iicltsl dein dazu {.'rliöri^eu 

,, Modul k KOtfclM'ii , so uidiiui' m.iii 

!■ 1^. Iz. ■ 

l*<'ri|)li<‘ric riurs Kreises, 

dessen lladiiis die Lrmgeueiuheil ist, 

/Y \ eiueu helieliigeii l’uurl A au iiiul 

/ ^ ^ \ luarlic die von .4 au iiaeli dersellu-ii 

L-"; 1 Jd Kii'litiiu^' gezählten Kreishögeii 

/ sti'.he die Sehne FF' und eonstruire 

\ y nach einer der in den §<§ 38 und 

39 gelehrten Methoden ilen zu k 

gehörigen kleinen Kreis, «eleher die Sehne FF' lu'i'üliri. Legt 
niau dann von A eine Tangente A.4 au den iiändielieu Kreis, so 
ist der Dogen 

AA' = 'iam II — iam [u — u). 

liiii l'erner die Aui|ilitiide der Suuuue zu ronstriumi, sei ausser 
dein Modul k, am ti und am a gegelien. Man inaelie 
AF = 2««i ». A.f =: ‘Inm a, 

ziehe die Sehne AA' und eouslruire ileii zu k geliörigeii kleinen 
Kreis, «eleher die Sehne A/ heridirt. Legt man daun von F 
an den näuilieheli Kreis die Tangente KF', so ist der Dogen 
AF' = 2o;n u — 2am (« + n). 

In dem hesoiidereii Falle, dass das .\rguineiil a dein vollstän- 
digen Integral A' gleirli ist. hat man 


am K = 


2 am K 


Iler Fjiidpiuicl Ä des Dogeiis, «eleher gleieh 2««i K ist, fällt da- 
her iiaeli B, die Sehne A.i «ird zum Hiirelimesser AH, iiiid der 
denselhen herührende, zu k gehörige, kleine Kreis sehriuu|irt in 
den Lrenzpuuet 0 ziisammeii. Ist dalier «ieder .IF -- 2am ii, 
so ziehe man diireh F imd O die (ierade FO(r, und erhält daun 

AG = 2am (ii -j- A']. 

Die raus folgt zugleich: Sind zwei Dögeii ,4F und AG so lii'sehaf- 
fen, dass die .Argumente der diese Dögen darstelleiideii .\ui|ilitiiden 
um die (irösse A' von einander versehiedeii sind, so geht die die 
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K!iiil|iuncl« F und G diesfr Büßten v«Tbimlfiidu Sehiie durch den 
(•miz|>unr.l 0. 

Bs lial null keine .'selmieriKkeil, 
dh‘se (iniistruetinn aid' luehrere Suiu- 
inHudeii aus/.iidehneii. Ks seien die 
Böjteii Fig. 13) 

^IF = 2am u, AA' = 2«'« «. 

ab' — 2am h, AC = inm r, 

-SO lindet inan zuerst wie vmiiin 
AF' = 2«»i {ii + «). 

Zieht man mm die .Sehne AB’ und 
eoiislriiirl den zu A gehürigen , die.se 
Sehne herühremleii, Kreis und legt von F' an diesen kreis die 
T.augeiit<' f f ", so ist 

AF" = 2(im (h + rt -|- ft). 

Man ziehe ferner die Sehne AC" und zeiehue den dieseihe lierüh- 
reiiden, zu k geliörigen, Kreis, lege au lelzlereu aus F" die Tan- 
gente F"F", so ist 

AF ' = 2am (it -J- (I -J- ft e); 

und in derselhen Weise kann mau lorlfalimi. Zu hemerkeii ist 
aller, dass alle diese Kreishögeii nach derselhen Iliclitimg und 
auch fiher 3(!0" hinaus gezählt werden müssen. Man hemerke 
ferner, da.ss di<‘ sämmllii'lnm inneren Krei.se nur von it, ft, r, eie., 
nicht aber von u, also auch nicht von der Lage des 1‘uncles F 
ahhängen. 

Sind die Argumente «, ft, c, etc. 
alle einander gleich und gleich a, so 
fallen die l’unrte B', Cf, etc. alle mit 
dem Punct zii.sammen (Fig. 14), 
al.so fallen auch alle kleinen Kreise, 
mit dem die Sehne A.i horührenden 
zusammen. Legt man also au die.sen 
Kreis nach und nach die Tangenten 
FF', FF", F" F", F"'F“', etc. so 
.sind die Kögen 

AF = i am u, AF' = 2 am (« + a], AF" = 2 am ii + 2«) 
AF'" — 2 am (h -|- 3 „), . 4 yll _ 2 „m {„ 4 . l„). kc. 


Fig. 14. 



Fig. 13. 
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Ist duhirli auch a = u, so fälll der iMiiicl J' nach F, der 


Kig. 15. 



iiincro Kreis muss daher dann die 
Seime .■If’ berühren, iiuil zieht man 
die Tangenlen wie vorhin, so ist 
nun (Fig. 15) 

AF — 2 «m «. AF' = 2 am 2 «, 
AF" = 2 am .3 u 
AF"' z^2 am 4u. AF"'=2am t>u, 

etc., wodurch eine geoinelrische 
(ioMstrnctioM für die Veiwielfachiing 


der elli|ilischeii Functionen gegi beii ist. 


§ 42 . 

Wir konueii mm auch aus dem Vorigen die zur Vervielfa- 
chimg dienenden F'ornieln ableiten. Dazu gehen wir von der 
rileichung (14) des § 40 aus, nämlich von der (Gleichung 
r = R cos [<p — 9 p) + d cos [cp + rp), 

U. worin (F'ig. 14) 

2cp = AF = 2 am u , 

2^' = AF' = 2 am [u -|- a) 
isl. Setzt inan mm noch (16) 

2<p " = AF" = 2 am (u 2 « ■, 

2 <p'" = AF'" = 2 am (« + 3 a) 

u. s. w., so hat mau, da r und d zu 
dein unverändert bleibenden inneren 
Kreise gehören, 
r — R ros [cp' — 9 ) -f" iV’’ "t" 9’) 

r = Ä cos [ip" — 9 ’) + d cos <p" + (p' 
r = R ros (cp'" — <p") + d cos \<p"' -|- tp") 
u. s. w. 

Diese Formeln kann inan auch in rolgeiuler (Gestalt schreiben: 
r = (R + dl ros 9 ' cos cp + ’R — ö, sin <p' sin ip 
r = (Ä + d) cos cp" cos (p' -J- (R — d) sin ip" sin ip' 
r = (R + d) cos q)'" ros q>" + (/? — d) sin tp'" sin tp" 
u. s. w. 
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Zieht man nun je<li^ von clor rol”i>iiclon ah, so orhalt man ziiorst 
ans ilom orslni I‘aar 


0— iR + Ä i'o^ q>' {vA)üq)" — cosy) -J- — (} sin (sing)” — sinqp) 

oder 


li—S 


2 sin sin ^ 


. / COS qp — cos qp 

/t-t-ct sin ü)** — sin tp _ qj"4-fp cp" — cp 

2 OOS ^ ‘ — sin - 


= ts 

Ans (12) loljtt alii-r 

R + ö = 

also ist 

inul inan crhäll ilalier 


,, y"+y . 


2/t 

1 + Ja' 


R — d 


■i/t Ja 
\+Ja' 


/l—d . 

,t+i = 


= l« tp' .'Ja, 

uml chcn.so, iiulnn man die Aooonle mn oinon vormolirt 


lg 


y"'+«p' 

2 


= t" gj" z/a 


Ffihrt man mm ffir <p,<p', eto. die Worllie (J6 ein und erinncrl 
sirli, dass a = nm a war, so erhält man 


n«ifcc-4-3n)4-n«iic , 

t); ^ ^ tg am -f- o) z/ am a 

cJMi (K-4-3n)4- ccMi (ic4-ci) . ■ , c, \ . 

lg — J '—J— = lg am (« -f 2«) z/ am a. 

u. s. w. 


Setzt man mm hii'rin norh n =: m, so folgt 

2 = am 2« ^ <un u 

. njnAH-^am2u , .. . 

tg — lg ffjfi 3„ ^ ^ 

u. s. u. 


niese Formidn dienen zur snooessivim Itereohniing von lg am 3ii, 
tg am 4a. (•Ic. aus lg am a inid z/ am a. Es fehlt uns imr noc h 
eine Formel für lg am 2«. die wir aber ans dem Frühei-en leieht 
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lierstellen können. .Vus den Formeln ] i und 2) des § 29 folgt 
iiäinlicli sngleicli 

. A 'inuxamu conamu JftutH ' 

Iff am 2u = — ; . , — 

cotrftmu — HiirwÄ« ZT*///«« 

2 tg am u ^ am u 

1 — t g* am M ^ am u 


S 43. 

Kelireii wir norli einninl zur Fig. i;i znrnrk. Im <§ 41 ist 
gezeigt wurden, dass, wenn man die Rögen 

AF = 2am u, AA = 2nm a, AH' = 2o»i ö, ACf = 2am c 

maelit und die Sehnen FF', F’F", F"F "' in der angegelienen 
Weise ronslrnirl, die Rögen 

AF' = 2 am [« + fl), AF" = 2am (u n + 6) 

AF " = 2am (« + n + ^ + c) 

sind. Jene Sehnen bilden einen Theil eijjes in den äusseren 
Kreis eingesrhriehenen Vielecks. Srhliessl man nun das Vieleck, 

welches in unserer Figur ein Viereck 
ist, durch Ziehen der Sehne F'" F'^', 
wo wir also den l’iinct F^''' mit F 
znsanmienfallcnd annehmim, so wird 
es auch einen zntn Modul k gehörigen 
Kreis gehen, der diese Sehne Itcrfdirt, 
weil man zu jeder heliehigen Sehne 
einen stdchen Kreis aiach § 38 oder 
39 linden kann. Um aber diesen 
Kreis iinahhängig von d<'r Sehne 
F”'F"' linden zu können, legen wir 
an ihn von A ans die Tangente AD' und .setzen 
Rogen ad’ znz 2 am d, 

dann ist der fdier 360" hinaus gezählte Rogen 

AF^'' = 2 am [u a b e d\. 

Da min alter der PnncI F'* mit F zusammenfällt, so ist 
AF'^' — 2n + AF, 

also 

2«m (m + o + A + '* + 'f.t = 25T -F 2am u, 

oder 



Tr- 
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nm ( M + ff + /' + c + + nm u = um (u + 2A") {§ 7), 

rolglicli 

n-^b + r-j-d — 2A'. 

Be.stiiniiit man also Ali = 2um d so, dass 

d = 2A' — (a + 6 + c), 

so wird der die Sehne Ali berührende Kreis so liegen, dass die 
aus F'" an ihn gezogene Tangente durdi den l’niiet F hin- 
durchgeht. 

Ks ist ersichtlich, dass die hier für ein Viereck ansgeführle 
Betrachtung sich ohne Weiteres auf ein Vieleck von beliebig vie- 
len, «, Seilen ausdehnen lässt. Bezeichnen wir die Ecken des- 
selben mit 

F, F', F" A’i"), 

wo der letzte l’unci A'*"* mit dem er.sten F zn.sammenfallend ge- 
dacht werde, so kann auch der Kall eintreter), dass dieses Zu- 
sammenfallen nicht nach einmaligem rmlanfe um die Peripherie 
eintrill, sondern erst idwa nach m l'inlänfen. Dann ändert sich 
im Vorigen mir da.s, dass an die Stelle der(;ieiclmnga-f-b-|-e-l-d=;2A' 
die folgende 

ff-|-A-}-e-i-(f-|- = 2»iA' 

tritt. Wichtig aber ist, daran zu erinnern, dass die .\rgnmente 
ff, 6, c, etc. und auih das letzte derselben, durch welches derje- 
nige Kreis hestiiiiml wird, der die das Vieleck schliesseiide nte 
Seite desselben berührt, von ii und also auch von der Lage des 
ersten Erkpnnctes F ganz unabhängig ist. Dieser letzte Kreis 
bleibt also mit den übrigen Kreisen imverändei't derselbe, wenn 
der Pniict F und mit ihm die Pnncte F', F", etc. ihre l,age auf 
der Peripherie des äusseren Kreises ändern. 

Nach diesem allen erhält man nun folgenden Satz: 

Hat man eine Schaar ineinniiderliegender Kreise, 
welche alle eine gemeinschaftliche Linie der glei- 
chen Tangenten besitzen, und bewegen sich die Ecken 
eines n-Ecks auf der Peripherie des äiissersten Krei- 
ses, während die (« — 1) ersten Seiten desselben sich 
jede auf einem Krei.s'e ans der genannten Schaar 
wälzen, so wälzt sich auch die »ite Seite auf einem 
Kreise aus dieser Schaar, 

Diirt-g-c, lUiipl. PiMirtiriiirn. ] ] 
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Besonders «irlitig ist nun der Fall, wenn die Argumente 
(I, b, c, etc. alle einander gleich .sind, dann fallen die Sehnen 
j 4^, JB', A(f, ab' , etc. alle in eine znsanimcn, also auch die 
diese Sehnen herfihmiden Kreise, und das Vieleck ist dann deni 
äusseren Krei.se eiiigeschriehen und zugleich dein inneren Kreise 
umgc.sr-hriebcn (Fig. 16). Setzt man in iliesem Kalle 



und nennt die Anzahl der vorhan- 
denen Argumente n, sodass dies 
auch die Anzahl iler Seiten ist, äo 
geht die Uleichung 

a + b + c + ....= 2X~ 
filier in 

w« = 2A’, 

aus welcher 

— 

n 

folgt, rter Bogen AA', dessen Sehne 
den inneren Kreis berfihrt, ist also 


Bog. AA" = 2 am — • 
n 


Hiedurch ist nun ganz allgemein die Aufgabe gelüst, zu einem 
gegebenen Kreise einen zweiten Kreis zu finden von 
der Beschaffenheit, dass man um ihn ein Vieleck von 
einer gegebenen .Vnzahl von Seilen beschreiben kann, 
dessen Ecken zugleich in der Peripherie des ersten 
Kreises liegen. 

Ist nämlich n die .Vnzahl der Seilen des Vielecks, so nehme 
mau einen beliebigen Werth für k an und berechne den Werth 
2A’ 

von am *) Man mache dann den von einem beliebigen Puncle 


A der l'eripherie des äusseren Kreises, dessen Badiiis als Län- 


geneinheit angeiioimnen werde, gezählten Bogeu AA' = 2am 

ziehe die Sehne AA und construire den dieselbe bcrfihrentlen, 
zu k gehörigen, Kreis, so hat der letztere die verlangte Eigen- 
schaft. 


*) Uel)cr die Itereclinnng von K ans k, sowie der Amplitude zu 
einem gcgelienen Argument siche unten § 
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Da der Werth des Moduls k beliebig angenommen werden 
kann, so Ist die Aufgabe eine uiiliestimmte, und es giebt unend- 
lich viele Auflösungen derselben. Fnr den besonderen Fall, das.« 

man k — o setzt, wird am — -- — , und da dann K = % ist, 

an 2 

Bog. AA = 2 — , = — . Die Linie der gleichen Tangenten rückt 

dann ins Unendliche, der innere Kreis wird mit dem äusseren 
ronrenlrisrb, und daher das n-Eck ein regelm,ässiges. 

Der Werth des Bogens AA', von welrhein die Lösung der 
Aufgabe abhängt, ist von dem Wertlie von u, d. h. von der Lage 
des Punetes F, ganz unabhängig. Hat man daher zwei Kreise 
gefunden, welche der Aufgabe genügen, so kann man von einem 
beliebigen Puncte der Peripherie des äusseren Kreises das n-Eck 
zu zeichnen beginnen, es wird sich stets schlicssen. 

Unter den Vielecken, welche einem Kreise um- und einem 
anderen Kreise eingeschrieben sind, besitzen diejenigen, deren 
Seitenanzahl eine gerade Zahl ist, noch eine merkwürdige Eigen- 
schaft. Setzt man nämlich 

n = 2m, 

so wird 

K 

n m 

Bezeichnet man nun die Ecken des 2m-F>ks mit 

F. F', F" F<’-' , 

so sind die Eckenj>aare 

FF^-‘\ F'F""-^'\ etc. 

gegenüberstehende Ecken. Fernci’ sind die Bügen 

AF = 2 am u, AF' = 2 am (u a}, AF" = 2 am (u -f- 2 a) 

AF^f = 2 am (m ma], AF^“"^’J = 2 am (« -|- (m 1) a), etc. 

Also sind ilie Bögen, deren Endpiincte die beiden gegenüberste. 
henden Ecken F und sind , wenn man den Werth von a 
einsetzt, 

AF = 2am u, AF''"> = 2am [u + A'}. 

Die Argumente der .Amplituden halMui also AT zum Unterschiede, 
folglich geht nach § 41 ilie Sehne oder Diagonale FF^"“* durch 
den Grenzpnnrt 0. Für das folgende Paar gegeiiübersteheiider 
Ecken F' und ist 

11 * 
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AF' = 2 nm ^i< + * j = 2 am + * + A’^ 


Der llnterscliieil der .Xrgiiiiieiitt' isl also «iedrr {jU'icli A", folg- 
licli grill aiifli die Diagonale A’f’i"""*' 'l diireli den (H'enz|)iiiiet. 
Dassellie (indel hei allen folgenden Paanoi gegennhersteliender 
Erken stall. Da nun der lirenzpnnrt mir von k afiliäiigig, von 
u aller uiiahliangig isl, so hat man folgenden Satz: 

liei einem Vielerk von einer geraden .Vnzalil von 
Seilen, welrlies einem Kreise ei ng ese li r i eli e n und 
einem andern Kreise ninsriiriehen isl, sriineiden 
sich die Diagonalen, welche je zwei gege n n h e rst e - 
h e n d e E r k e n v e r h i n d e n , in e i ir n n d d e in s e I h e n I* ii n c t e , 
und dieser illei hl n n ve rä n der t, w e n n das Vieleck sieh 
dreht, d. Ii. w enn seine Erken auf der I’eri|iherie des 
äusseren Kreises forlgleilen, während seine Seilen 
sich auf dein inneren Kreise wälzen. 


S 44. 


Es lileihl nun noch fdirig. für einige s|ierielle .Vmialmien von 
«, der .Vnzahl der Seilen des f’ielerks, die llelalionen zwischen 
den Uadien Ii, r der heiden Kreise und der Distanz ä ihrer Mil- • 
tel|mncle zu linden, welche slaltliiiden ninssim, damit man das 
n-Erk dem einen Kreise um- und dem andern Kreise ein.srhrei- 
hen könne. Dazu führen die Formeln (12) und (13) des § 40. 
aus welchen 


(17) 


r 

• JT+6 ~~ 


cos K, 


/{ — <t 

/( + « 


= Ja 


folgt, und in welchen a um a war. Da nun 


a 1=: 

zu setzen isl, so hat man 


-IL 

n 


r 

/7+d 


ros am 


2A 
a ’ 


H~S 


J am 


2A 


Diese heiden fileirlmngen sind so lange von einander iinahliän- 
gig, als man für den .VlodnI k nicht den heslinimlen, früher ge- 
gehenen Aiisdriick durch H, r und d anninniit. Eliminirt man 
also k ans ihiien, .so wird man die gesnrliten^Ilelationen erhal- 
len. Es wird also darauf .inkonnnen, für jede s|iecielle Aiinalimc 
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von II eine lic/iuhniiK znlüt livn cos um himI J um zu 

H « 

linden. 

Ks sei ziiei'st II = ;i. das Vieleck also ein lli’eieck. 

« = f A'. 

Wir l)ennl/en nun tlie l.agrange’.sdie (deiclinn;' ( 15 ' ^ 10 
(iS) . . cos « = cos 93' cos <p -|- sin <p' sin tp Ja. 

in welcliec a = um u, 93 r= um 11, tf' = um (11 -)- « ist, und 
selzeti 

•’A' >h' , , lA 

tt = um . , 9) — um , also w — um ■ 

vi tf »t 


llann ist 

cos um = cos um JA' cos um A'-f- sin um J A’ sin um J A' ^ um J A'. 


Mnn isl al>er 


J A- 2 A- - I A' 

lind allgeniein 

sin um 2 A‘ — 11) — sin um 11, ros um { 2 fi — 11) — — cos um 
zl um ( 2 A — H = ^ um 11, 

also 

cos um * A' = — cos* um J A' + sin* um A' J um j A' 
== — cos* um I A ■ + (1 — cos* um ^ A ) ^ um J A', 




oder 

o = '1 cos um f A') ( — cos um *A'+ (J — cos um J A'i z/ um JA'), 

also, da cos um j A' von — 1 vecscliieilen, iniil daliec 1 -|- cos«;« J A' 
iiiclit uleicli 0 isl. 


cos um J A- + 


cos um j| A' 
^ um j A‘ 


1 . 


Setzl man iimi die Wcctlie ans ( 17 ) ein, nacli denen aiicli 


eos « r 

li—ä 

ist, so ecliäll man die Itelation fnc das Dreieck 


H+a H-ä ' 


welche von Knier zuerst aiifgeslellt worden ist. 


Es sei zweitens 11 = I, 
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Dann isi 


I L- 

« = — i A. 


r . e cos nm 1 K 

— — - cos am 4 Ä, ,, , = — i iV- • 

//-J-d • li — S Jum\K 


Erinnert man sich alter der Formel 

sin am i'A' — «), 


so folgt 


^ tun n 


sin «Ml (A' — ^ A*) = sin «wi ^A*. ‘ 


mithin erhält man, nenn man diese Uleicimngen i|nadrirt nml 
addii't, die Relation ITir das Viereck 


(«+d) + («-d) ” 


Zuletzt nullen wir noch die Relation für das Fnnferk su- 
chen, also 

« = * A' 

annehmen. Hier benutzen nir zuerst nieder die Gleichung (18), 
indem wir 

a =: am f K, q> = am ^ K, =: awi J A' 
setzen, und erhalten 

5 A' = cos am J K cos am J A" 


(19) ) «»w 5 A = cos 

) -(- sin am J A' si 


sin am 1 K ^ um J A'. 

Setzt man aber in der Lagrange’srhen Gleichung für die Summe 
(§ 26. S. 109) 

cos 0 — cos tp cos 0 — sin (p sin .da. 


in welcher 


ist. 


ip = am u, if’ = am v, a = am (u -(- v) 


u = J A', e = ♦ A', H 4- e = • A', 
so erhält man 

cos am J A’ = cos’ nm JA' — sin’ am ^ k jj nm • A'. 
iSiin ist aber 

s • k = 2A' — s A, 

also ist auch 
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— ros am * K = cos’ am * K — sin’ am % K J am \ K 
= 1 — sin’ am J A' (1 J am J A') 

= cos’ am J A' (1 + «"• i ^ f 


und daraus crgicbl sicli 


sin am 
cos am 


t = / 


l^co8//m K 
i + aJ am J K 

J am ^ A' — C08 am 
1 ai am ^ K 


ll. 



Snhstitiiirt man dies in (19% so komnil 


cos am ^ K ^ cos am 


, J <UH I K — ci>» am j A‘ 

S ^ y \^JamlK ~ 


. Ar. . • » . -1 / 1 -f- coK am ? K 

+ Sin «», ’ A z/ «»« lA y ■J-+j7m7ir- 


Setzt rtian darin der Kürze wegen am ’ A' = a und drüekt den 
Sinus diirc.li den tlosinus aus, so erlifdt man zunächst die ge- 
suchte Helaüon zwischen cos a und z/re 


/ Ja — CU« o . I . . -1 /l — eoB a 

cos a = cos a y — - + z/a ( 1 + ros «] y j_|_ 
Substituirt man darin jetzt die Werthe (17), so wird 

■ Ja — • cus a H — A — r ^ 1 — cos « // -}- J — r 

i+jtt * i+j«" ~ 

also 

r r t/H — S — r , H — S A-\-6 —r 

7 T+Ä — n+s r -m n+t ' n+s r -m 

oder 

r (« + d) yYR = r [R + d)}/R — S — r 

+ (Ä - d) [R + d + r) y'R + S ^r% 


•) Vgl. Kichelot. X^cber die Anweiidmip einiger rormcUi luin 
der Theorie der clliptisehen Kuiictioueii ant ein hokanntes Prublcm der 
Geometrie. Grelle'» Joum. Ild. .*58. 


Digiüzed by Google 


168 


Aliscim. XII. Die l,.inilen'.sc!ic Tniiniror.iiation. § 45. 


Zwölfter Abschnitt. 

Die Laiidfii’sche Trausforniation. 


Fip. 1«. 


S 4 T». 

Wir kiiniifrii nocli hii ilic iiii Vi>ri<,'tMi iuigcsli'lllr gfoiiiclri- 
srlie Bctracliliiiig au iiiul l'assi'ii ilcii (irrii/.|iiiiii'l 0 iiäliri' ifi's 
Auge, iiiilem vir aucli «Icii Winkel eiiirülireii , ueirlieii eine vom 
Grenzjmnrl(! 0 liaeli einem lielieliigen l’nneli' F der l’eri|dierie 
des äusseren Kreises gerirlilele Gerade inil dem dnreli den Greiiz- 
imnrt gehenden Dnrelimesser liililel iFig. ]"i. 

Fs sei wie frfdier ACF = 2ip, 
also J/iF — (p. Wir hezeiehnen 
mm mit den ehen erwidiiilen, 
neu einziirrihrenden Winkel, setzen 
ai.so 

AOF — cp„. 

Ist k der Modid, von welchem die 
l.age des Grenzpnnctes O aldiäilgl, 
und fi der Itadius des Kreises, so 
hallen wir § 3S gefunden 

1 -<•' 

1 +i- 



CO 


H 


und wenn man 
( 1 ) . . - . 
setzt. 


- k 
1-l-jr — *11 

CO = nk„ 


Man kann nun sogleich eine Iteziehnng zwischen den Winkidn <p 
und linden, nfirnlich im lireieck COF iial man 


das heisst 

also ist 

2 ', . . 


CF : CO = sin COF ; sin CFO, 

R : Rk„ — sin (jr„ : sin 2<f) — ^o'; 

. . sin {2<p — q>„) = k„ sin (p,,. 
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Ferner können wir »ueh eine IHflerentialgleirlinii^ zwi.<irlien 
<p lind g>y hersteilen. Da näinliiii der (lren/.|innet die Stelle eines 
der kleinen Krei.se ini § .17 vertritt, so vertritt FO die Stelle 
einer Tangente FT au den kleinen Kreis. Bezeiehnet inan nun 
mit F' den Pmiet, in welrheiii die Gerade FO den äusseren Kreis 
ziim zweiten Male selineidii , und setzt inan den in derselben 
Rirhtniig von C.4 ans gezälilten Ceiitriwinkel JCF' = 2q>', so 
vertritt anrii F'O die Stelle der Tangente F'T. Wir haben aber 
§ a? die Dincreiitialgieiebiing 

rfqp /'7‘ 

Vf 

gernnden. Setzt man also FO = p und F'O = ;/, so ist 
'/?- = C-. 

dtp p 

>iin ist aber BCF' = '2ip — n, l'olglieb, BAF’ = BFF' — a 
gesetzt, 

< n 
a = tp - 

also aurb 

ila = dtp' und == — , 

dtp p 

und da ^„ = m -|- <iP. ''1^" = dto -f- dtp ist, 

ee '‘V.. P + l>' 

dtp p ' 

Nun Lst narb § ,37, weil FO die Stelle der Tangente FT, und 
AO die Stelle der Tangente AI vertrittt, 

FO ~ p = AO . J (tp, k), 

oder 


(4) = Ä (1 + V- ^ {tp, k). 

Zieht man ferner t'L senkreebt auf FO, so ist 


also 

.VIsdann bat man 
Oller 


OL — \ p p*) = Rk„ ros i)P,„ 
p — p' — 2Bk^, ros 
. AO . BO = FO . F'O 
pp = B{1+ k„) B(l- k„) = B^ H - V)- 
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.Xiilliin erhält man auch 

(5J . . P+P = VAR^ (1 _ A-„^) 

— 2B j/l — 

-- 2f{^i {(p„, Ar^}. 

Setzt mau dalier die Werthe von p und p + p' aus (4) und (5) 
in ( 3 ) hinein, so orgieht sich 

jf.’. d<P l + *o d<p„ 

^ • 2 zt(<p„,i„)' 

Ities ist die gesuchte Diirereutialgleirhuug zwischen <p und g>„. 
Von dieser ist allerdings die (ileichuiig (2) eine Inlegralglei- 
chnng, aber keine vollständige, weil sie keine Coiistaiite mehr 
enthält, als die DilTereutialgleicliiing. XVir werden diese Gleichun- 
gen auch nicht unter diesem Gesichtspnncte hetrachten, wir in- 
tegrlrcn vielmehr beide Seiten der Gleichung ( 6 ) und erhalten, 
da die Gleichung (2) ebenso wie auch Fig. 17 zeigt, dass g> und 
(p„ gleichzeitig Null werden. 


r dtp _ 1 -F k„ r rlq>„ 

.J ■ 2 " 

0 (I 

llienae.h hat das elli|ilische Integral der ersten Gattung die 
brmerkenswerthe und folgenschwere FigenschafI, dass es sich 
durch eine passende Substitution in ein anderes verwandeln lässt, 
welches genau dieselbe Form hat, in welchem aber der Modul 
einen anderen Werth besitzt; nämlich hestimint man Ar„ und qp, 
ans den Gleichungen 

(7) . . Af|, = sin (2fp — ipnl = sin 9 «, 

so ist 

a 


(8) . . 



P ifipn 

2 J J{<p„.k„y 


Man nennt diesen Salz die I>anden’sche Transforma- 
tion nach ilem Engländer John Landen, widcher seine Arbei- 
ten hieriiber in den Philosophical Trunsactions von den Jahren 
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1771 und 1775 {aucli in deu Malhematical iVemoirs 1780. pag. 23.) 
niedergelegt hat. *) 


§ 46 . 

Die (ileirtmng (7) ist sehr zweckmässig zur Berechnung des 
Winkels <p aus dein Winkel cp„, uichl aber iiiugekehrl; wir su- 
chen daher zuiiiichsl nucli andere Kelaliuiieii zwischen (p und tp^ 
auf. Selzt mau 

29 - 9>o = — (9o - 9); 9o = 9 + (9o - 9). 

so erhält man aus (7) 


sin (p cos {(p„ — <p) — cos (p sin {tp„ — ip) = sin tp cos {tp^ — <p) 
-f- cos <p sin (g>„ — tp] 


oder 


‘9V 

— lg (9. — 9) = *0 <99 + *ü ^9 (9o — 9)- 

also 

lg (9.1 9’) = ,^t^l«9. 

oder da 

• 

isi. 

• 

(9) . . . 

• • • lg ,9o — 9) = lg 9' 


Diese ('■leichung macht die Berechnung von tp„ aus q> sehr 
leicht. Dm aiicli durch ip allein ausgeilrürkt zu erhallen, löse 
man die Tangente der DilTcrenz in der vorigen Gleichung auf, 
so erhält man: 


und daraus 


tgyn -tgip 
l-l-tg'PotK'P 


r= k' lg ip. 


(IO) . '. 


• • -t« 9ü “ 


t — Jt' tg* qp 


*) Vgl, über die geometrische Ableitung der Landen'schen Trans- 
forinatiou: 

.Incobi. Kxtrait d'uiic lettre & M. Honnite. Crelic's Jonrn. Bd. 3*2. 
Küpper. Demonstration geomdtriqne ctc. Crelle’s Journ. Bd. 55. 
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liitio wHtpn- (Ueirliiiiif; liefert die Betraehliing des Ilreiecks 
l‘'OB. In diesem isl Fig. 17) 

Kip. 17, OB ■ BO = sin — tp) : .sin <p 

oder mit Uncksiclil anf (4) 

B 1 - *„i ; /; (1 + A-,) J :<p. k] 
= sin fg>„ — tp) : sin (jt , 
wciraus 

sin {<p^ — rp) 

(I — 4r„)8in7 /t'HiiKjP 

folgt. Hieraus erhält man sodann 

k' sin ffi 

sm ip„ COS <p — cos g>„ sm (p — 
und wenn man darin den aus Kt) folgenden Werth 



cos cp„ 


suhstiluirl. 


fl — Ä-' tp^qp) sin qp„ 


sm (p„ cos <p — — 


(1 — <•' tp'ijp) »inqPi.ciisqp K sin qp 


1+A- 


J {(p,k) 


oder 

sih g5,„cos qp (1 + A' — 1 + Ä-' tg- (f) = * 
also 

. (1 4*A:') sin q? cos (p 

(11) ... • T« ^ -• 

Iler transformirle .Modul A-, ist hcdeiiteinl kleiner, als der 
ursprüngliche k. Km ilies Zusehen, hringe man ihn aid' folgemlc 
Form 

f19' l — *■“*’ — *■’ 

(]/) . . . (l+*'l*‘ 

Diese zeigt nämlich, dass k„ nicht nur kleiiiur als k, .son- 
dern auch kleiner als k' ist, Dieselhe Form dient am h dazu, 
um k durch A„ auszml|.ü<:k<.n. Da nämlich 


(13) 

wird, so erhält man 

(14) 


1 + *0 = r+K 


k = 


I+A/ 
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Dem in (8) vorkomiiieiiden .\iisdriick 1 + kann man noch 
amiiTP Formen j^ebeii. Au.sser der llelalion (13) erhält man .so- 
fort noch aus (14) 

1 + /<« = 

Ffilirl man ferner noch das tiompleiiient des (ransformirlen 
.Moduls ein, indem man Ar,' = seut. so kann mau 

sehreilM*n 

V = /ä (1 + K) -- u + *«) = (1 + *«) y7. 


mithin 





1 -1- ^,1 = 

n-' 

da 

endlich 





1 + *„ = 

2 

i+T 

isl. 

so erliäll man 

auch 



A-'„ =• 

2)V 

!+*'■ 


Stellen wir nun die in diesem Paraj^raplien gewonnenen Re- • 
snilat« /nsammen, .so ist 



§ 47 . 

Wir haben gesehen, dass die Winkel (p und mit einan- 
der versrliwinden ; es soll min gezeigt werden, dass sie auch stets 
mit einander wachsen. Dazu dilferentüren wir die (ileichnng (10) 


<Pn 


(l-i-tr') tg^ 
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I -f- k' t(r’ <p cos* <p„ 


und erhalten 

d<f>„ 


dtp 


= (1 + k') 


(1 — k' qp )* cos* 9 * 


inithin für das DilTci-entialverhältntss einen .Ausdruck, der iin- 

dtp 

nier positiv ist. Es wachsen also und q> gleichzeitig. Nun 
wird jedesmal, wenn lg <p o ist, auch lg(p„ -■= o. Schreibt 

man ferner die obige Gleicliiing in der Form 

, 1+*' ' . 

t« T . 

— k' lg SP 

, tgsp * ^ 

so zeigt sie, dass auch jedesmal wenn Igip = oo ist, lg<p„ — o 
wird. Lässt mau aber gp einen Qiiadraiileii, lg<p also alle AVerlhe 
von 0 bis oo mier von — oo bis o durddaufen, so wechselt wegen 
(10) /j/gp« einmal' sein Zeichen, nämlich dann, wenn tgq> entweder 

den Werth + j / oder den Wei-th — nl'ci’scbreilet, folg- 
lich durrhläufl gleichzeitig gpg zwei Quadranten, und den Werthen 

0 , j, Ä, ^Ä, 2», etc. von gp 

entsprechen die Wei-the 

0 , 3T, 2», 'Sn, An, etc. von gp„. 
nieraus folgt also, dass gp„ doppelt so rasch wächst als gp, 
in der Art, dass jedesmal, wonn gp einem Vielfachen von ^ 
gleich geworden ist, gp,, diMUselhen Vielfachen von x gleich ist. 
Setzen wir mm in der Gleichung (8) 

t ‘ dtp ' \ ->f k„ t‘ dtp 

J J.(<p,k) '2 J J{tpo,ko) 

(I ir 

gp =: Y* s® ^P» = Bezelclimm wir daher das dem Mo- 
dul k„ zugehörige' vollstäudige Integral, mit A'„, setzen ai.so 

m 

7 * 

/ ~ *0 / I = 2A'„ , 

J J{ipa,k^) « J J{<P„-ko) " 

II >■ 

SO erhallen wir die wichtige. Relation 
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(15) A’ = (1 + A-„) A'fl. 

Die vorige Trnn.srormatinn kann man imii so oft, als man 
will, wiederholen. Rildel man nämlieli eine Reihe von Moduln 
lr„, *(j) ..... A(,). und eine Reihe von Winkeln 9>o> 9’oo> 
iiaeh den ('•leichnngen 

*n = lg i’P» - V) = lg «P 

*00 = lg ( 9 >üo - <P«) = *'o lg tp» 

*(») = = '‘ oo 

I I ~ A* (n — 1) , / \ i * 

*(» = i ‘i'' ~ ~ ^ 

.so hat man aneh sucees.sive 

I 'ly« _ i+*i»i / 'lyim 

u Sr 

T„„ IFj.-l) 

I «jy» _ 1 +*(.v) I rfy(i| 

0 u 

T(j-I) Vj») 

l' _ l + *(«) 

J i/(y(»-i ),*(»-!)) i *(»)) 

.Ic zwei auf einandci' folgende Moduln Ar(._,) und A(,) stehen 
dann in derselhe.n Beziehung, wie k und A'y, und ebenso auch 
je zwei auf einander folgende Winkel und qp(,j in dersel- 

ben Reziehung wie (p und g>„. Es wächst dahi'r auch dop- 
pelt so rasch als und setzt inan 9>(,_i) = xo wird 

= X. Bezeirhnel man nun die den Moilnln Aq, Ag„, 
A(,j .... A(,j entsprechenden vollständigen Integrale resp. mit 
A'„, A'„„, A'(jj — A'(,j, so erhält man auch suece.ssive die Rela- 
tionen 

•* - - (1 + *0 

^0 (7 A'(^,) A„„ 

^00 = (1 + *(»)) A{») 

^(«-0 — (1 ■ H " *(..1 A '(,) 
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und nenn inan alle diese (tieidningen inulti|ilidrt, 

(18) A’ = (I + /.(,) (1 + (1 + A,„ ) (1 + Ar,.j) A'(„, 

Nun war nach (12'i 


also ist aucii 


*0 




*(»l 


(1 + A'(«_I,)«‘ 


Die Moduln k, k„, Ar„„, ii. s. w. hilden also eine alineliniende 
Reihe. Je kleiner aber ist, de.slo mehr nähert sidi sein 

(ioniplemeiil ’ der Grenze 1 . und fcdglirh 1 -f- der 

Grenze 2. Je grös.ser also n Lsl, oder je neiler man in der Reihe 
der Modul« forLschreilet, desto mehr nähert sieh A,,) dem Werhe 
(i Hieraus gellt hervor, dass A(„j mit narhsendeiu « rasch 

zur Grenze o convergirt, und dass 

lim A„, = 0 , lim A'(., = 1 (für n = oo) 

und daher 

lim A',„, = I 
ist. 

Gehl man also in der Gleichung :J8) zur Grenze über, so 
erhält man A' aicsgedrückt durrh das rasrh ronvergirende unend- 
liche Product 

|19) • • • ■*' = -2 (1 + *'o) (1 + *oni (1 + 

Diese Gleichung eignet sich nun gjuiz vortrelTlich zur Re- 
rechming von A’ aus einem gegebenen Modul k. Denn setzt man 
k ~ sin S, so wird, wie wir schon § 39 sahen, A„ = 

folglich 1 -f- A,, = j- Setzt man nun successivc 

K = i ® -= ~ 

so wird 

1 “P A,, = — » t'z* 1 "I" Aon •" — TTTT* I “I" A^aj = .-,- v*,etc. 

und daher 

i ’L_ 

eo.s* ^ ö ros* cos* i ^tio 
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Ist z. B. Ar = y also S = . 45®, so slolit die llerlinuii); so: 


9 = 4.V0'0",O0 
J9 = 22 .10 0,00 
9.. 9,0172243,0 
cos i 9.. 9,9050153.0 



9o = 9“.52'45',41 
j 9„ = 4 50 22, 70 
tg49„..8,93605(H. 5 


9„„ =< 0“25' 40",74 
49,„ = 0 12 50 37 
9fl0.. 7,5722701.7 


cos i 9,^.9,9983840.1 ' cos ^ 9„,.. 9, 9999970.0 


. . 7,87.33009.0 ^ M 5, 1445523.4 

IsiiSnut . i sin 9(3)1 

0' 3", cos J 9(3) . . 0,0000000. 


Es wird also sclioii cos ^ 5(,) bei 7 Dpciinalslcllen der Ein- 
heit gleich. Ferner ergiebt sich: 

cos^i«.... 9,9312306.0 
cos» fio ■ ■ • 9.9967680.2 
cos» 9 ,9999940.0 

9,9279926.2 

Y 0,1961198.7 

A' 0.26812^.5” 

A' = 1,8540747. 


Man sieht ans diesem Beisjiiele, dass man meistens mir we- 
nige Fartoren des unendlichen l’rodncLs (19) zu berechnen braucht, 
indem man nur drei derselben bedarf, wenn A' den Mittelwerth 
hat. 

In derselben Weise kann man nun auch ein beliebige.s ellip- 
tisches Integral berechnen. .Mit Anwendung der Lcgendre’schen 
Bezeichnung hat man nämlich aus (17) 


F (9>. *) = F (v„, k„) 

F (9P«. *«) == F kJ 


F (fl9(,-i), *(s-d) = F k^J 

und erhält daher durch Multiplication aller dieser Gleichungen 

F F (,p„„ k^J. 

Gehl inan aber nun zur Grenze für n = oo über, so ist, 
weil lim Aj,| = o ist, 

lim F( 9 )(,,, A,.,) = lim 9 ),.,. 

Durfp«, c>ni|)l. Funrttoiirti. 12 
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Scl /,1 inaii ausserdem für das imendliclie I'rodiict 

(1 + (I + *üo) 

seinen ans (] 9 ) folgenden Werlli so iTliält inan 
F{<p.k) = lim »W. 

Zur sueeessiven llereclimmg der NVinkel fp„, tp„„ 9 .,) die- 
nen die rilidrlnmgen niesellieti zeigen zngleirli, dass, wenn 

man die.se llereclimmg so weit fortgesetzt liat, dass innertialb der 
angenommenen Näliernngsgrenze von 1 nicht mehr ver- 
schieden ist, qp;,) — alsi» 9 Pf.) = 2 wird, 

rolglich ist dann auch 

?Wji _ 

2« ' 2 " 2"“* * •2*'"^'* 2 " 2** * 

u. s. f. Itemnacli hehäll von da ah das Verliältniss stets den- 

seihen Wei'lli, wie gro.ss man ancli n nelimen mag, so dass die- 
ses Verliältniss sich vvirklhli einem (irenzvierthe nähen, den es 
erreicht, wenn A'(„j = 1 geworden ist. 

Ihn ancli die llerechmmg von F <f\ k] an einem Beispiele 
zn zeigen, wolien wir dem .Modul k wieder denselhen Werth 
wie vorhin gehen und (p dO" aimehmen. Dann ergieht sich 
ans den friiheren Zahlen znnäciist 


0,072007:1.8. 

Tt 

ferner 

k' = cos 5 ... 9,8494850.0 
Ä'„ = cos . . . 9,99351 18-0 
k'^ == ros . . . 9,9999878.9 
= cos 5(,, . . . 0 , 0000000.0 

soda.ss für ») = 3 die llrenze erreicht ist. Die Bcrechmmg der 
Winkel gi„, u. s. w. nach den Gleicinmgen (16) steht mm so: 


ip = 30e j ij)„ = 52“ r/ a7",50 

tg V . . . 9,701«SM.0 ,tg <p„... 0,t 104:174.'.» 

k' ... !t,84!)48.'>0.ü j k\... 9,»!):t51 18.0 
‘g(vo-<p)- '■ojtg(i)p,«-<r„) 0, io:w.m 2 .o| 

<p„— <p = 22" 12' 27", <Po=5t" 47' 32 ", 58| 

„ = .52“ 12' 27", 50j (p,„=104 0 0 ,14 


tp,„ = 104" 0' 0", 14 
tgcp^... 0,«0:l227fi.,5, 
k'„,... 0,9'J9ilS78.0 
tg (q>(3)—<Puc>)f>.<'032 15.5.4' 
q)(3)— <Jijo= 104“0' 1", 40 
qp(,)=208 0 1 ,54. 
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Da nun A'j,) = 1 ist, so wird schon = 2(p (jj, uml rolglicli 
ist der gesiirhlcIircnzwcTth ^ 20S“ 0' l", 54' = 26®0'0", 19 

= 93600". 19. 

Diesen Winkel muss man zunächst in Längenina.ss au.sdni- 
cken, indem man ihn mit der Zahl 206264,8 dividirt, deren I.n- 
garithme 5.3144251.3 Ul. Dann Ist 

93600". 19 .... 4.9712767.0 

206264.8 ^3144251.3 

9.6568515.7’ 

— .... 0.0720073.8 

IC 

F {<f>, k) . . 9.7288589.5 

F{(p, k) = 0.5356221. für tp = 30“ und k — 

Die vorige Retrachtnng ffdirt auch zu einer Methode, um aus 
einem gegebenen Argument u und einem gegebenen Modul k den 
M'erth von am («, k) zu berechnen. Setzt man nämlich F {<p, k] 
= M, so ist (p = am («, k). M.ui berechne daher zuerst aus 
k den zugehörigen M'erth von K und die lleihe der Moduln k^, 

k,) Ar,„). so wie die ihrer (mmplemente, k'„, k'„„ 

Dann lindel man zugleich die Zahl n, rür web he innei'halb der 
angenotmnenen Näherungsgi'enze = 1 ist. Knr diesen Werth 
von n und zugleich auch für jeden grösseren hat man die Glei- 
chung 

F (y, k) = u = H 3?U) , 

aus welcher sich 

am 

= 2" äÄ 

ergiebt. .Alsdann . berechne, man succfssive die AVinkcl 

ip„, <p aus ilen Gleichungen 

Sill (2 = *(.) Sfi.) 

sin (2 ?>(._,) — = A(„_,) sin 


sin (2<JPa — V»i>) — ^uo 9’ou 
sin {2 tp — (p„) = sin <p „ , 

welche durch fortgesetzte Transformation aus der Gleichung (7) 
entstehen, und gelaugt so zuletzt zu q>, welches der gesuchte 
Werth von am (u, k) ist. 

12 * 
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llii'se Vorsrlirin ^'ill ziiiiäclisl nur für ilrii Fall, (lasü u klei 
nrr als A' ist. Im i‘iil};(‘jii‘ii);i*.''flzlru Falle komiiil mau alter elteiise, 
leirlil aii's Ziel, (leim da iiacli § 7 die (ileirlumgen 
am (2A/i‘ + e) = Air + am v 
liestehen, so setze mau 

ti = 2AA” + V oder u = 2AA' — v, 
je narhdem das gn'issle in u eiithalleiie Vielfaclie von A' ein ge- 
rades, 2AA', oder ein nugeradi's. ;2A — 1 ) A', ist. In beiden FSl- 
len ist dann v < A', und man kann narb der vorigen Metbode 
am r berechnen. Sodann erbält man im ersten Falle 


am u — hjt -|- am v 

und im zweiten 

am u = hjc — am v. *) 


sS 48. 

Die iin § 46 gefundenen Relationen 

_ 1-A' _ Lr^^Er^. L’ — _ I - Fl—*,.'» 

•0 — rqpF i-f*,, 

_ 2 Ff« _ i!? 

* — — 1 -fF 

zHjicn, <kiss zu k in (Irrsclhi'n Brzii^lning wie k' zu k\. 

Bczficliiict man min mit k\ solclie Wertlio, die aus einem 


*) Die Riiccessivc Transfojipation der clliptisclien Integrale rührt 
von Lftgrniige her« der sic in der Ahlmndlimg: f.Sar ane nonvelle 
nuUhod« de cnlcul iiitdgral ponr les diffcrontiellcs affectces d’iin rndical 
enrre sous leqncl la varinhio uc passe pns Ic quatriemc depre. Mc- 
moires de racftdeinie K Turin. 178-1. 1785, Tom. II.“ aufslollte. Die 
spUtcren AuKführmipcn Legendre’s finden sich iri den Kxerciccs von 
pag. Sl an und im Traitc, riiap. XVII und XIX. Unter den im «iten 
Ihandc der Kxcrcices und ini zweiten dos Traitc gegebenen Tafeln mö- 
gen folgende namhaft gemacht werden: 

Tafel I enthält die Wcrtlie von Log K und Log E. 

- u - - - - A-(.p,FT) lind Ä, (gi.Fl). 

Ill • • Logarithmen von Atq, App, etc. für ein gegebenes 

k, und von k\y A'pp, etc. für ein gegebenes k\ 

- VIII enthält 1) die Werthe von F (45°, A) und (‘l^“, A), 2) die 

Werthe von K und E. 

- IX enthält mit doppeltem Eingänge die Werthe von Z' ( 9 ), k) 

und E^ (qp, A). 
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Modul A elieiijo) eiiLstehcii wie respcctivi' //, k\, aus k, und 
set/t daim 

.20j < k f) =2 A, so ist k^ = A , k = A|| , k =: A y, 

denn US ist 


k„ l^'l 


AV = Vl-i^= A'; 


_ 1-Aj I — A' 

I d" *'n i d“ A’ 



2/^' _ 
i-fT — 


A 


0 


Stellt mau dalier die llidliuii der Moduln und ihrer Om- 
|iletueiite auf; 

1 * 0 . *c.n A, ...... Grenze 0 

1 k', A'y, A'yy, A'(.) Gruiize 1. 

so iiiimut die letztere "in der Weise zu, dass jedes Glied aus sei- 
iieiii vorlicrffelieiideu auf dieseihe Weise entsteht, «ie in iler er- 
slereii Reihe jedes Glied ans seinem folgenden. 

Setzt man nun in der Gleichung (8) Inr den .Vugenhlick A 
statt k, sodass dii’seihe heisst 


•f 

/: 


(1<P 

Jfqp.X) 


Üi" / 

^ ^ (Vm ^o) 

u 


und setzt in derselben 

A = A',„ 

also auch nach (20) A„ = k', so ei h.'dt man 


oder weil 


ist. 


f. 


J 


dtp 


u 


I -|- k i dfp,^ 

j(<p; A? 


l+A' 1 

2 “■ I d- A„ 


T 



f/tp 

J (<P.*'o) 




rf«p.l . 
*A(*Po>Ä ) 


Rezeidniet man nun die den Modiden A', A'„, A'yy, u. s, w. 
zugehörigen vollständigen Integrale respeetive mit K\ A"',,, A'',,„, 

u. s. w., so Lst, weil für qp = ” , qp,, = » winl, 

(1 d- A„) A'„ = 2A", 
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und da jede zwei auf einander folgende Mudiiln in der nänili- 
rlieil Beziehung slelieii, aueli 

(l "i" ^ au 0 

(1 + ^(1)) ^ (•) = 2A „n 

(1 + A(,)) A"(,) = 2A (,_i) 

Die Mnitiiduatiun aller dieser (ileielningen liefert 
(1 "I" A(ji (1 + Aui|l — (1 + A(,)l = 2 A . 

Lässt man dann n nnenillirii gross werden, so ist zwar, weil 
limA'i,) = 1 ist, lim A"(„ = oo,») aber für den Grenzwerth 

des Verhältnisses ergiebt sich 

.. K (n) A’ 

ää' 

“ 2Ä* 


§ 49 . 


Die beiden Keihen von Moduln (21) können nun auch nach 
der entgegengesetzten Seite fortgesetzt werden; bildet inan näin- 


lirh die Moduln A, 
Gleiehungen 

. 2FÄ 


k.„ k. 


k\, A'„ k\ 


mittelst der 



t + r 


so ei'hält man die beiden Beihon 

k„, .... Aj, Aj, A", , A, A|, , A|,||, A(:i) 

kn A jj , A.^ , A j , Ä' , A „ , k A (;j| . . . . A , 

in welchen jede zwei aufeinander folgende Glieder in der näni- 
licheii Beziehung stehen, und zwar jede zwei aufeinander folgende 
der unteren Beihe in ihir umgekehrten Beziehung, wie irgend 
zwei anfeinander folgende der oberen Beihe. Zwischen den vier 
Grössen A, A, , A', A', bestehen dahi*r auch die Gleichungen 


*j Siebe S. 17. 
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( 22 ) 


k 


A-| 


1 — 

•> •> // /. k’ 

1 + ^' = T+I? ~ 


■iVk , _ -ly/, 

1+4' '' r +*7 

, 2 

1 + ^1 = r+4 “ vii ~ 



Ila mm also k, k^, .... in (IcrscIlKm Weise forlselireileii, 

wie Ä , Ä j|. k ,jjj .... 4 um] 

Ä, 4.^. .... k ff 

ebenso wie 

4, 4„ , 4|in ..... k^ff) , 

so folgl, (lass aneil 

lim kf, = 1 miil lim 4'„ = 0 
sein wird, wenn man n nneinllirb gross werden bisst. 

In älmlieber Weise kann man aiieli die lleilic der M’inkel 
(p, <p„, qog,, nach der entgegengesetzten Seite l'ortsetzen, in- 

dem man die (ilieder fidgender Iteilie 


<Pn f .... <P:\f <Pj. fp> ^ili ^uo ■■■■ 9’.,») 


mittelst der Gleielinngen 



sin '' 29 >| — q>' =- 4 sin ip, 
sin ( 291 .J — 9 >i) : = 4, sin qa,, 
etc. 


ly (9> — •Pi) ^ />'i lg <Pi- 
lg («iPi - 9i) = ^'2 lg <P2- . 
eU-. 


bildet. Da mm dii' Moduln 4', . 4', zur Null eonvergiren, so 

wird in der (Ireiize ip„ = 9 >,— 1 > wfdirend also die Winkel (p„f 
(p„„f etc. in der Wci.se znnelnmm, dass <p,„) immer melir =-. 29 )(„_d 
zu werden strebt, nclimen die Winkel g), , gi,^, eie. so ab, dass 
9 , immer niebr = 9 „_i zn werden strebt, .\nsserdem aber be- 
steht zwischen 9 , und 9 , und ebenso aneh bei allen folgenden 
Paaren, die näinliebe Bezielnmg, wie zwisclien 9 und 9 ,,, so- 

dass ancb, wenn 9 , = ist, 9 = ;r wird. Kndlieli bat man 


aneh zwischen den integralen die der tileiclinng ( 8 ) entsprechende 
Gieiebimg 


(24) 



l+k f dtp 

2 J {tp, k) 
0 
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Selzl man mm zuerst, wie ini vorigen §, k\ an die Stelle von 
k, so tritt k' an die Stelle von k^, rolglidi hat man auch 

■», » 

r ^ 1 + k,- r ä<f 

,fj((p„k') -i J J (q>, k\) ■ 

D 0 

llezeirhiiet man dann die d<'ii Moduln k^, k.^ Ar,; A:', , k\, 

k\ zugehörigen Werthe von h' mit h\, A",, .... Ä',; A'', , K\, 

.... A'',, so erhält man. vvemi man fp^ = also tp = n setzt, 
Af' = (1 + k\) K\. ' 

und dann ehenso 

K\ = (1 + k\) K\. K\, = (1 + A'a) K\ 

A^’»— I = (1 + A', ) K'n, 

folglich 

A" = (1 + A',) (1 + A',1 .... (1 + A',) K\. 

>'nn ist 

lim = 0, lim A''„ = 

also 

;25J . lim (J + A*,) i ] + k' ^ .... (1 -|- A ,) = 

Aus (24) folgt ferner, weil 

' + A _ ' 

2 — l+A', 

ist, 

;2h) . . ■ ü + J k,) = Ju^JT)- 

n A 

.Mithin i.sl auch 

(1 + k\) A', = 2 Af; (1 + A'j) A j = 2A', ; . . . . (1 + A'.) A'„ ^ 2 A’._, 
und 

(27 . (1 + A',) (1 4- A'j) .... (1 + A',) k„ = 2"A'. 

Nun ist 


dagegen 
128 ) . 


lim A„ = 1, lim A'„ = oo; 


• 2- — (t+A',)(i+*'.) : 


*A’ 

w 


Endlich kann man die Gleichung (2(>) noch heinilzcn, um 
durch fortgesetztes Vergrössern des Moduls das elliptische Inte- 
gral zu berechnen. Da nämlich dann der Mo<hil in der Grenze 
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gleirli 1 wii'd, so hört auch dann <las elliptisrhe Integral auf, ein 
solrhe.s zu sein, vielmehr «ird für A- = 1, = ros <p, mithin 


F{<p] = 

,/ cos q> 


i log 


l sin 9 
1 — sin fp 


log tg (45" + 4 qp). 


Schreibt man nun die lileiclumg (26) in der l.cgendre'sehen Be- 
zeichnung und setzt die Transformation fort, so erhält man 


F{<p.k) = (] + A',) F{ip„k^) 

*i) = (1 + F{rpj, Aj) 


F , A,_i) = (14- A',) F (g>„, A,), 


und daraus durch Multifdicatiou 

F {<p. k) = {1 + A',) (1 + k\] .... (1 + A'„j /• (qp„, A.). 

Hat mau nun die Traiisformalinii s<) weit forlgeselzl, dass iiiiier- 
haih der aitgeuonuuenen .N<äherurigsgrenze k„ — ] ge\>urden ist, 
SU ist 

F {tp„, AJ r= log tg (45" -I- 4 qp„ . 


und daher mii Berücksicliligung von (25) 

29) . . . (qp, A) = log tg (45" -f- 4 qo,). 


Die successive Berechnung des Winkels tp„ geschieht mittelst der 
Gleichungen 

sin (2qP| — qp) -= A sin qp 

sin (2qP2 — <Pi) = Aj sin qp,, etc. 

lim endlich auch die Moduln A, , A.^, etc. leicht aus A rinden zu 
können, setze man A = tg’ ,J tj, dann wird, weil 


ist. 


*1 



ji^tg 4 I? _ 
i + tg«4 , 


sin tj: 


man set/e dann aufs neue A, = sin q = tg’ .J . <lahn wird 
kj = sin rji, u. s. "av. 

Diese .Methode ist besonders daun auwendhar, wenn der ge- 
gebene Modul A von 1 w eilig 'vcrsrhieden isl , in welchem Falle 
die frühere Methode eine weitläufigere Itechming erfordern würde. 

l’m hiefür ein Bei.spiel zu geben, sei A = siii 89" 9.999933S 

und qp = 30®. Dann zeigt ein leichter Uebei-schlag , dass bis 
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auf 7 Ilpriiiialstcllcii sclion k^ 1 ist. IHe Uererliming von 
steht nun so: 

sin qr> . . . 9,6989700 
k ... 9.9999338 
sin (2<r, - tf>\ ... 9,6989038 
29’, - = 29'’ 59' 4l",8 l 

29 p, = 59 59 41 ,84 
4 9 ), 14 59 55 ,46 

45« + 4 9 ’i = '»9 59 55 .46 
In der lileiriiiing (29) koinnit nun der natnrlirhe Logarith- 
mus von tg (45« -f- 4 daher den llriggisehen Loga- 

rithmus einznlTdiren , muss man mit dem .Modul M des üriggi- 
sehen Logarithmensystem.s <lividiren. Es ist aber 

M = 0.434294481 .... 9.6377842 . S 

lind dann 

F (<p k) = — --'''F: + }<»’. ) 

Ilie Herechmiiig von A'' ist in diesem Falle .sehr leieht. Denn da 
k' - cos 89« = sin 1 « sin 5 ist, so wird srhon cos 4 5« = 1 
lind daher 


2A 

n 


l 


1 


2A 


COS* I d COS* 30 

0,0000330. 


Ilicmit steht die fernere Kechmiiig so: 

llrigg. Log. tg (45« - 1 - 49 ),) = 0.2385385.4 
Brigg. Log. tg (45" + 49 ),) ... 9,3775585.4 
Compl. M .... 0,3622157.2 

— 0,00003.30.0 


F ( 91 , A-) ... 9,7398072.6 

Mithin 

F (<p, k) = 0.5492970, für cp = 30« und k = sin 89«. 


§ ÖO. 

Legendre*) hat auch einen Nalieriingswerth für A' Hilden 
gelehrt , « eun k sehr nahe an 1 , K ai.so eine sehr grosse Zalil 


*) Legendre. Kxcrcices I. § 72 ff. Trnito' I. Cliap. XIX. 
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ist. Da nümlu'li Ar, und Ar'(,i zur 1 cunvergireii, so kann inan 
sich dir .^iifgalie steUrn, A'„ oder K\„\ ITir grosse Werllie von « 
zu licstiinineii. Dabei ist nun zu lieinerkeii, das.s, vvciiii n so 
gross ist, dass man innerhaib einer angeiioinnienen ^'Mlerungs- 
grenze Ar, oder Ar'(„) der Eins gleiehsetzcn kann , darum Ar', und 
At(,) nodi nieiit vei'seliwindend kieiii aiizuiiebinen sind; denn diese 
Werllie verhalten sich «ie Sinus und Cosinus ; ist der Sinus aber 
eiue kleine Grösse der ersten Ordnung, so ist der ziigeliörige Co- 
sinus um eine kleine Grösse der zweiten Uninung von Eins ver- 
schieden. Wir können also annehmen, dass zwar Ar, gleich 1 
gesetzt, Ar', aber nicht vernachlässigt wei'deii darf. .Alsdann ist 


A' = I _ / r/ y« 

" ,/ .rt A't ) * J <f„ 

U u 

Da aber wegen der Gleichung (24) 

I 

0 It 

ist, so erhäit man auch 

JT, = 

1+«,,/ U08 qp«4.| 


worin noch der Werth von für 9a, = y zu bestimmen ist. 

Nun ist aber wegen (23) 

tS ( 9 - - 9>»-(-i) =- *'»+! tg 9P,+,. 

Setzt man darin <p„ = so wird lg (rp, — 91,4.1) = ^ ^ 
folglich 

tg95-ei ==Vi,'-> 

“ « n-Hl 


tg 9>»-+-i ’ 


mithin crliält man 


arc ie]/ ) 

^ k-n+\ 


/’* ‘ 

l- 

oder da sin arc tg }/ = 
r K 


1 -I-A-. 


1 -f- sin arc lg j/ 

log 

1 — sin arc tg z/r, — 

r k 




\M, 
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1 + 


1 — 


y I -i ~ 




l+A-, 


lo! 


+ + 1 
V ^ ^ n.VI — I 


^ I „ i + I * »4-l - l'l 

. ~ i+ ^ ^• 

^ Null war srlioii aiigciioinmen, das.s Ar„ = 1 soi. .Aus den For- 
luelii (22) lol^l aber 


1 + 


•2 

1 + *. 


= 1 . 


Der Z<ähler des vorigen .Ausdruckes ist also gleich 4 zu setzen, 
und dann ist 

Ferner ist (22) 

t' q i/T' ^ >• A n 

1 + Ar, = F"»-ei f-f*» ^ ’ 

iiiitiiiii 

A'» = log . 

Ileiniiacli ist nun auch 

A"-.) = log 

oder etwas anders nusges|icochen ; Ist k so klein, dass innerhalb 
der angennnnnenen INäherungsgreiize k' nicht inelir von 1 ver- 
scliie<len isl, so ist mit derselben .Vnnäherung 

A" - log i 


Es isl nun leicht zu sehen, wie man dies auch zur iiereek- 
niing von A' für grös.sere Werllie von k benutzen kann. Denn 
niimnt man n so gross an, dass k„ = ] zu setzen isl, so erhält 
man aus (27) mit Benutzung des eben gefundenen Werthes von A", 

. A- = (1 + A'.) log 

2* 


oder weil dann 1 + k’^[ = 1, also mit derselben Annäherung 
auch 


(1 +A',)(1 +A',) .... (1 +*',)== HI, 


(30) 



2 A" “'‘»e- *7 . 

» .M2« 
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wo M wie vorhiu den Modulus des Briggisehcn Logarithineiisy- 
stems hedeiilel. 

Nehmen .wir z. B. für k denselben Werth wie iih vorigen 
§, näinlirh * 

A = siii89". 


so Ist, wie dort- erwähnt. A:, = ], 'also n = 1. Setzt man aber 
k' = sin 9, so wird Ar', = lg’ ^ 9, also hier Ar', = lg'’ 31)')- 

Man hat nun 

lg (0" 3ü'j ... 7.940S5S4.0 
k\ ... 5,881 71 liS.O 
4 ... 0,1)020.599.9 

Brigg. Log. .1 = 4,7203431.9 

* t 


al.so 


Brigg. Log. i)- ... 0,6739735.7 

* I 
9 !•' 

— ... 0.0000330.0 

Tt 

Compl. M ... 0.3022157.2 
Lompl. 2 ... 9.09S9700.0 

K 0,7351922.9 

K = 5.4349087. 


Vertaiisrht man in der vorigen Formel k mit Ar', so erhält 
man aueh eine Formel, die zur Berechnung von h' für kleine 
Werthe von Ar dienlich ist, nämlich 


(31) 




1 



in welcher nun n so gross anzuiwhmeii ist, da.ss A-',„) = 1 ge- 
setzt werden kann. 
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Dreizehnter Abschnitt. 

Entwickelung der elliptischen Functionen in Factorenfolgen, 


§ öl. 

Wir liabi'ii gcsrlicn, dass zwei aiifeinaiulerfolgende Winkel 
<p und unter andern aueli dureli die (ileirhung (11) § 46 
verbunden sind 

( l + A" ) sin q> cos q> 

• 

Führen wir darin stall der Winkel <jp„ und <p , die Winkel <p 
und und also aneb die zugehörigen Moduln Ar, und Ar', ein 

(siehe § 49),- so ist aiirh 

,,, . (1 +A-'|) sin w. C 0.1 w, 

welche Gleichung sich auch durch Unirorinung der Gleichungen 
sin {2<Pt — tp) k sin <p, lg (qp — qp,) = Ar', lg qp, 
ergiebt. Es war ferner (20> § 49 

} 1 9 

j </<Pi _ I + *' / '^‘P 


und 


mithin 


1 + k 




A' 

K • 


F{<f>.k,)^^ F[rp,k). 


Setzt man nun 


F (<p. Ar) = u, F (tp^, k^) = u,, 

so wiril ‘ 

A'i 

u, _ u. 

Ferner 

fp = am (u, Ar), qp, = am (i;„ Ar,) = am u, Ar,). 

Setzt man diese W'ertbc in (1) hinein, so erhält man 

K A’ 

sin am (~ u.A",) cos am u, Ar,) 

sin dm (ii, Ar) = (1 + ^’i) j? 

zf am (,j^. u, Ar,) 
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Da aber allgemein 


COB am (p. A'i) 
J am (p, k^) 


sin um (*»+ A'|, A,) 


ist, SD hat mal) auch 
cos«»i(-^ i(, A:, ) 

• j. •==sin«m(— = am -|-2A''.A,) 

^am(^u,k^) 


und rolglidi 

(2) sin um (u, A)=:(l + A’,) sin am — sin am {u -)- 2Af j). i'Moil. A,) 

Diese Furniel lehi't, dass man die Function Sinus Ainpliludo 
in ein Product zweier Fnnctionmi Sinus Aiiiplitudo verwandeln 
kann, so, dass der Modul dieser Functionen der vergrösserle Mo- 
dul A'i ist. Für einen sidioii beliebig vergrösserten Modul k„ und 
das Argument v wird daher auch sein 

sin am [v, k„) — (1 + A'„^fi sin am v sin am ,c -f 2A’.)}. 

(Mod. A„^i) 

Da inan nun jeden in der (lleichnng (2) enthaltenen Factor auf's 
.Neue in zwei Factoren zerfälleii und diese Zcrfällung so weit als 
man nur will forLselzen kann, so ergiebt sich ein .Mittel, sin am u 
in Fartoreii zu Zerfällen. Man erhält nämlich nun 

sin am A,) = (l + k\) sin am 


= (1 + * 2 ) ''i“ - 2 «^ si“ f" + 4A"). (Mod. A.j) 

sin am 1*^^. ( 1 / -|- 2A' , A,} = + A'^) sin am (u -f 2A ) 

. sin am (u + 2A ) -f 2A',-). ^Mod. Ajj 

/ 

Hier ist das letzte Argument gleich 


weil aber auch 


-pj- (« + «A-j : 


sin {um V, Ajj = sin am ''Ih'., — v, Aj) 
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ist, .so kann man, nline ili'ii Wcrtli von sin am m ändern, die- 
.ses Argninenl ancli von ali/.ielien und erliäll dann 

2A-, - ^ (« + 6A ) = ^2A- - «), 

inilliin 

sin am (« 2A'), A, } = (1 k\) sin am i2A' + u) 

. sin am (2A' — n). (Mod. Aj) 

Setzt man nun diese Werihe in i2) hinein, so crhäll man 

I sin am {u, Ai = (1 A',) (1 -f- A'-)* sin am 

^ 3 ) s - • 

I . sin am ^2A■ H; u) sin am (4A' + "). (Mod. Aj) 

worin das doppelte Zeiehen fnr zwei Faeloren, einer mit dem 
oberen, der andere mit dem unteren Zeichen, der Kürze wegen 
ge.sciiriehen ist. 

Jetzt Zerfälle man aiiPs Mene jeden Sinus Ainpliludo in zwei 
Faeloren. Schreiheii wir nur die Arfiuinenle der letzteren hin, 
so erhallen wir 


aus il. 1 teil F’aetor 1) 


aus dem 2ten u. a , , , 

3ten Factor T>Ä ± ") 

2At<2^^(2A'± “) + 2A'3) 

aus d. 4len Factor ,5) (4A' -|- «) 

(4A'-F«) + 2A-> 

Es ist nun 


2) = 2% Ä ± ß) = aft (12A- + «). 


Zieht man aber die beiden letzten Argnmente von 2 A '3 ah, wo- 
durch Sinus Ainpliludo unverändert bleibt, weil Aj der neue Mo- 
dul ist, so werden sie 

4) = (6A- + «), 6) = ^ (4Ä- - u). 

und da nun jeder der vier Faeloren in dem .Ausdrucke (3) den 
(^oeflicieiilen (1 -j- A'j) liefert, so giebt die neue Kulwickcliing 

sin am («, A) = (1 -f A',) (1 + A'j)’ (1 + A'j)< sin am 

. sin am (2A‘ + «) sin am -y^ (4A' + u) 

. sin am (6A' + u) sin am (8A' -f- «). (Mod. Aj) 
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Hieilurrli ist das (ie.selz der Fortselireiliing klar, und man erhfilt 
allgemein 

sin am (u, k) = (1 +k\) (1 + ...(]+ A',)* 

. sin am sin am [2A' + u) sin am (4Ä' + u) 

(4) I A ' *' 

. sin am " ;(iA' + «) ... siii-nwj — 2' A' + «) 

. sin am 2"A' + k). Med. A,). 


Denkt inan sicli nun diese Entvvirkeinng bis ins Unendlielie 
fortgesetzt, so wird in der l'.renze A„ = 1, k'„ = 0. Wir wer- 
den den alsilann erilslelienden Werth des Coeflicienten der Ent- 
wickelung später besonders bestiininen und bezeielinen ihn vor- 
läutig mit ./, setzen also 

^ = (1 -H k\) (1 -I- Ag-^ (1 -f (1 -f Ag^ .... 


Dass die Faetüreii dieses i’roducts zui' (jrenze 1 convergiren, er- 
hellt daraus, dass man hat 


1 + A', = also (1 + A',)* 


(I + A-._, V2“-' ' 


welcher Ausdruck sich nni so mehr der Eins nähert, je mehr 
A»_i dies Ihut. 


Auch die Facloren der Entwickelung (4) niüs.sen zur Eins 
convergiren. Dm dies zu sehen, bemerke inan, dass das Argu- 
ment des letzten Factors sich schreiben lä.sst 


A'« + 

Da nun der Modul A„ ist, so ist 


A.« 

■z»k' 


[fr I A „ I/.. 

■Sin am (A„ -F = 


^ am 


A»k 

2"A' 

An// 

2»A 


;Mod. A,) 


Wird dann in der Drenze A„ = ], so isl cos = mithin der 
letzte F'aetor = 1. 

Den Grenzwerth des in allen Argumenten der Eiitwickehing 
(4) vorkoinmenden Factors haben wir § 49 ermittelt; cs ist 
nämlich (28) 


lim 


A, 

2«A 




2A"’ 


fltiiit, Puni't'ionfii. 


13 
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Narh diesem allen erhält man aus (4) für n = so, wenn 
man den letzten Factor, der sich in der Firenze der Einheit gleicli 
ergehen hat. als fdierllüssig fortlä.sst, 

sin am («, k) = Ä sin nm ^Mod. 1) 

. sin«m ,,^,.(2A'+M)sin am n) sin«m.-^,,((iA'+«) . . . 


. sin am — «) sin (4 A' — u) sin am (GA' — u) ... 

oder, wenn man sich zur Üezeichnnng eines ProdiicLs des Zei- 
chens 77 in ähnlicher Weise hedient, wie das Zeichen 2,’ zur Be- 
zeichnung einer Summe angewandt wird, nämlich 
po 

J^rw = ni) f&) f&) /•( 4 ) .... 

setzt. 




A* sin am n sin am .j*, (2AA'-|- u) 

I 

(Mod. 1) . sin am (2AA' — «). 


Dieser Ausdruck ist nun einer weiteren Entwickelung fähig, wenn 
man sich erinnert, dass die elliptischen Functionen für den Werth 
1 des Moduls in Exponentialfimctionen idiergehen. Nach § 4 
ist nämlich 


sin am (r, I) = 


Demnach ist in (.'i) 


e -|- e 


TIH 

2A‘ 


nii 

iK‘ 


■ZK 


+ « 


-ZK 


XU 

ZK' 


sin am (’2AA' -I- i/' = — 

•J A — Air 


nu 

2Ä" 
e 

hitK 

IT' 

e e 

hnK I nu 

IT' —ZK' , 
e. e. + <* 


hnK — nu 


hnK 


'IK' 


ln dem letzteren Ansdrucke ffdiren wir die für die ganze Theo- 
rie der Fjitwiekelung der elliptischen Functionen so üherans wich- 
tigen Ficössen r/ und q ein. .lacohi setzte nänilirh*) 


*') Jacolti Fundnmeiitn iiova. § 
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_ _ xK 

{6) ... . g = e * , g' e * . 

Dann wird 


*« _ »« 





-A ±2*^ 

<A 

sin am (2AA' + «) - 


e 

g " e 


+ *“ 

— nu ' 




— A -2Ä' , 

,A ■'■7a' 



9 

g 4- 

g e 

sin am (2AA' 4- “) 

sin 

am (2AA" 

— «) 

MU 


nu 

nu 

nu 


,h 

w 

,-k 2A' 

,A •Ja’ 

1 

— g e 


? e 

— g e 

nu 


nu 

nu 

nu 

,-A 2Ä' 

1 'A ' 
4-? g 

2A" 

, — h ~2A' 

, ,A 2*' 
4- ? g 

g e 


} g 


( nu _ \ 

Ä' , li ’ ) 
^ ^ g + g / 

Ä* . A" ) 
g + g / 


Verwandelt mau aber die Exponentialfuiirtionen in Arigminmelri- 
srhe mit iinagiiiiren Variablen, indem 

= — I tg I»; e^-J-g " — 2 cos ip 

e 

ist, so erhält mau ' 

MH . . MtU 

sn. ^ , lg 

sin n»i (2AÄ' + u) sin am (2AA' — n) 

(Mod. 1) 

g'~^^ + y'** — 2 cos ^ 

~ y'-2A + 2rT»^ 

A 

1 - 2/-'*. cos ^ 

1 4- 2v • cos 4- j 

Endlich führe mau auch aUf <ier iinkeii Seile der (ilcichung (5) 
tu statt u ein, dann erhfdt man, weii nach den Formeln (12) 
des § 8 

13* 
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sin (tm («, k) — — i I); niii iu. k) 
isl. mit Woglassiinj; il<*s auf liuiili’ii Si’ilini •'•‘nirinsrliaftlirhen 
Faclors — i. 


lj( am [iu, k') = A' 


ih 



I _ 2/^* ros 

1 + <OS ^ + </•>'' 


S<“tzt man nun nocli u stall iu nnil zugli'irli ancli k slall k , wo- 
(Inrcli ain li A ' in A', A' in A ' und, «if die Formeln (6) z<dg«»n, 
in q fdiergolil, liczoirlinol IVrncr mit A die (Irössc, in wolclit' 
dir l,■lll•n^alls nur von k' alilian^igr rii’össc A' dann fdiorgelil, 
srlzt man also 

(8) A == (1 + A,,) (1 + k„„f (1 + A(:,,)* (1 + A-,i|)'’ 

so crliiill ma:i für die Knlwickelnng von lg am u folgcndos un- 
endlirlii' I’roducl: 


X 

lg am (u, k) = A lg 


1 — 2?’* tos ~ 

1 + 2'/ '* cos + ij*'‘ 


1 - i<i‘ cos ^ 

1 + 2./ cos + q' 

1 - iq* <•«>■■* Y + 

1 + 25 ^ cos + y' 


(9) 


1 — 2y" cos + y''* 

1 + 2'/''’ cos + q ' • 


§ 52. 

Ilic Grössen q nml q\ welche für die Fntwickeinng der 
elliptischen Fnnelionen voB der grösslen Hedentung sind, sind ini 
Allgemeinen sein' kleine (jrössen, sodass das vorslehende unend- 
liche I’roducl .sehr rasch convergirl. Fs hal keine Schwierigkeit, 
sie ans den Formeln (6) zu hererhnen. Henn man erhält 

log q ^ — Tl log q =z — 


I 
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Hezfir.hiiel ’ also M (len Modulus des ltri}!t:isclifii Loj,'arilhiiioii- 
sysleiiis, so ist 

lliiitg. Log. q = — Mtc * : Krigg. Log. / = — 

.Vussi'rdeui (.■rliäll iiiaii </ aus q oder uiiigi'kidirl, da sich loh hl 
diu Itulalkui 


(10) log' y log q = X- 

urgiulit. Für den Millul«ciili k = ]/ ^ ist k = 
K = K', rolglicli daun 


^un ist 


llrigg. Log y = — Mn. 

n ... 0,4971408 7 
,W... 0.0377842.% 


Mn . 0.1349341.5 


k' , ai.so aurli 


Itrigg. I.og q — — 1, 3643702. 0 
= 8,0350237.4 
q = 0.0432138. 


.Also für A- =- (/j ist y uiigufahr = j',. Dildut iiiaii die ver- 
srhiuduiiuii l'olunzeii .dieses .Mitielwertlis von y, so ergiebl sieh; 

y'^ .. 7.27 1 2474.8 = 0,001 8074 y^ . . 3, 1 78 1 1 87 0 = 0,000000 1 .5 
y* ...5, 000871 2.2 ==0.0000807 y'*... 1.8 13742 4. 4 = 0,0000000.0 
q' ... 4.5424949.0 = 0.0000035. 

Daraus gehl hervor, dass in der Knlwiekehiiig (9) für k — ]/ \ 
der dritte Factor schon keinen Kitilliiss mehr auf die 7te Deci- 
inale hat. 

Fine Methode, y uundttelhar aus k zu herechneii, erhält inan 
auf folgendem Wege. Wir haheii § 50 (31) eine llelatioii zwi- 
schen K und K' kennen gelernt, nämlich die folgende; 



welche desto richtiger ist, je grösser n angenommen wird und 
für n = oo vollkoinineii genau ist. Daraus folgt 


1 1 » 

!C _ 


folglich ist 



/ " 1 - 

*♦(.)’ 
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— X 


A' 


y = e 


= yi’w. 

r 18 


Um nun diesen .kiisdniek ati.s dem .Modul herzuieiten, setzen wir 
zur AbkQrzung = o, und wenn wir von * zu A„, etc. 
fortsebreiten, 

* A*(b) 


*“* — g 

lÖT, ~ » 18*'„ 


— ^00 


d: 


(»)• 


Da nun A'(,, in der Grenze 1 ist, und zwar eher diese Grenze 
crreiclit, als A(,) verschwindet , so ist auch 

fl 

^(») — . mithin q = 

und es kommt nun daraur an, aus d zu hereclincn. Nun 
ist aber: 

kt l—k't (!_*•) ( 1 ^.*-) , , , ,, 2 ' 


mithin wird 


1 I.' „ 2*» . 1-*' 

“ l+A„’ *■ 


2A„ 

l-A. 


A» 4A„ 4A„ , . 

P — (1 -A„)(l+*„) — PV' ^ 


A» 


A(i 

4A'*, 


Daraus folgt ferner 


= 


A»„ 

16A-*„' 


Dividirt man dic.scs aber durch d„, so erlirdl man zwischen d 
und dg die Relation 

?„ = A‘r 

Daraus folgt nun successive: 

= •I» 

fim -= pk = y 


(•) 
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MuUi|tiicirI man al.so ilii-si- lllcidiiuigcii, so kommt 

d = t¥i 

w * 

y' \ y ’tfn y ^000 ^ 

rulglidi ^ 

^ d (k'Jyk\J[k’J 

Oller 

** .ä ,A 

1 = t*ii) (*'»0,1 (*i-o Aid) 

-- 4l“f }■'• 

§ 53 . 

.\us iler Eiitwii'kelimg ,9) Ifilel sich imn /.iieisl ein iiiieml- 
liclies IVoiinrt ITir J nm u alt. «eiin man i< -f i/r' statt u setzt 
weil nämlicli § Id S. 28) 

tg nm (i; l A 'i = -r-^— 

ist. i<ei|iiemer alier wiril iliese l'niliinniing, wenn man von iler 
Formel (5 aiesgelit, ilarin zuerst u -)- k statt ii, nnil ilann m für 
m unil k für k' setzt, woilurcii man ilassellie Kesnital erliiilt. 

Setzt man also in .'>) « + A für «, so koninit. weil 

Sin ftfßi (m + Ä ) = — 

' ’ J um u 

ist. 

3C 

C08OI»;/ ^ . 7f(u4-h) 7TT jrf(2A-|- 1) A’ 4- »/) 

— A Sill am ^ . - v - — • l'*/ r7r > ^ 

Jamu 2A Xj/ 2A 

. Ä (C*^ — l)A — «) xt t ,\ 

. sin am ' !)• 

Nun stellt 2A — 1 liic Zahlen 1. .3, 5. 7, 9, etc. nnil ' , 

2A + 1 die Zahlen 3, 5, 7, 9. elr. dar. 

Üenierkt man daher, dass der ansserhalh des Zeichens fl stehende 

Factor sin am ” ^ 2 ^'* ^ hi der zweiten Iteihe fehlende 

Ist, so kann man diesen unter das Zeichen II stellen, wenn man 

unter demselben stall 2A + 1 auch 2A — 1 setzt. Folglich ist 

00 

COS oin u ./ I .T jt ((2A — 1)A*4 -m) ) 

— = A 1*1 sin lim -i' I 

J (ItH tl J. J. iA I 

' ^ (IJ) 

ji((aA— 1) Ä-ii) „ , I 

. sin lim 2 k' ’ yMod. 1). I 
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Alsdann aber niitei'sclieidet sieh das iinler 77 stellende Product 
von dem in (ileichiiiig (7; iimgeforinU'ii mir dadiireli, dass 2A — 1 
an diu Stelle von 2A getreten ist. Set/t man also in (7) nur 
2A — 1 statt 2A und aisu auch Ah — 1 statt 4/i , so erhält man 


sin am 


2A 2A 

1 - 2r/-!A-' cos 5'.' 

1 + 1q — * COS + g' ~ 

Mod. 1.) 


Führt man mm auch auf der linken Seite der Gleirhung (11) tu 
ein, iiideiii man nach § 8 hat: 


cos am (h, k) 
woraus 


1 _ 

ros um (tu, k‘) ' 


A am ’ti, k) = 


J am (lu, k') 
cos am {tu, ib')' 


C 08 am (u, A) 1 

d am (m, k) J Ä/« {tu, k* ) 


folgt, so erhält mau aus (11) 


A 

1 + 2g’ * cos -ln + g"** “ 

A 

und , wenn man nun statt iu, k' K', g', resp. u, k, K, g, A 
setzt und die Brüche uiiikehrl. 


1 

4J am k*) 


= A 


H 


( 12 ) 


A am u, k) 



1 + 2g-'^'-' cos + gl*-2 
1 — 2g'^*~* cos *“ + g'’*--^ 


j 1 + 2g cos + q‘ 1 + 2g ‘ cos + g" 
1 — 2g cos *" + q‘ 1 — 2g’ cos *" + g” 


1 + 2g’ cos - n + g'® 

A 

1 — 2g’ cos + g” 


Wir kennen jetzt Entwirkelungeii für tg am ti und A am u. 
Daraus ergehen sich sofort auch Kntwickelimgeii für sin am u 
und cos am u. Erinnert mau sich nänilicli der im § 10 he- 
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HMTkl^^n Eigeiisrliafl, «lass die Kiinrlinneii sin amu und ^ am u 
für die-selheii Werllie von » nnendlicli gross werden, so weiss 
inan, dass diese beiden Fiinrtionen bis auf einen von u iinab- 
liängigen Factor denselbtni Nenner haben inns.sen. Da aber fer- 
ner sin am u und tg am u für dieselben .Werthe von u Null wer- 
den, .so müssen .sin am u und tg am » bis auf einen constanten 
Factor denselben Zähler haben. Folglicli bat sin am ti denselben 
Zähler wie tg am u und ilenselben Nenner wie am u. He- 
zeicbnet also B eine neu«;, s|iäter /.u bi«stinuneude Grös-se, welche 
nur von k abhängig, von u aber unabhängig ist, so hat man 
sofort; 


(13) 


sinam (u,k) = Äsin 



1 

-2y-'^- ‘ 


und wtül ferner 


JtK , '.lA 

ros + ? *" 

A 

nu , JA 2* 

ros ^ H“ ^ 


ist, 

(14) 


cos am u 


sin am u 
tj;F am tt 


H 

, COS 
A 


nu 

•ik 



1 2y** cos 

1 — 2y ~ * ros 


TCtt 

H 


nu 

H 




§ 54 . 


Wir schreiten jetzt zur ßestimmung der Constanten A uml 
B. Diese gesrliiebt dadnrrb , dass man für u .spcrielle Werthe 
in die F'ormeln (12); (13), (14) einsetzl, näuilirli die Werthe u. 
k und K -f- lA''. Dadurch werden sieh dann zugleich wichtige 
Helatiouen zwischen k, A' und q ergebi'ii. 

Setzt man zuerst u = o, so fidgt 


aus (13) 
aus (14) 

aus 12) 
Ftirner für u 
aus (13) 
aus (14) 


1 ) 0 = 0 , 



.5) o = o 
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oo / j 2A — 1. 2 

aus (12) = i 77 ( ?Va“)- 

! 1+? 

Selzl man Rmilicli u — A’ + iK\ so lieinorke mau zuerst die 
§ 10 abgeleiteten Formeln 

I * k* 

sin am (K + lA 'j = -j, cos am [K + lA' ; = — i , 

^ am [Ai + iK') — 0. 

Ferner hat man die Werthe der in (13). (14). (12) vorkoninien- 
deii Aiistlrücke sin , cos ^ , 2 cos lYir « = A' + iK 


2A’ 


zu ermitteln. 


Es ist aber 




»(A'+tA") 

2A- ^ 

(f + 

niK' 

~Tk 

\ TfiK' 

) “ JA'' 


7t K\ 



1 ( ^ 1 
== i \e + « 

-W) 

= 

i(7-^+7+0 

2t(A' 4-/A''l 
2A = 

(f + 

niK 

'\ «lA'* 

) = - w 

, nK' 


nK\ 

/ 



2A ) 

1 • („-1 

= - i • V 

— f» 

/ 

= — i ' \7 




1—7 

■IV^ 


„ »(Ä + iA'') „ 

2 cos ^ — - = 2 cos 


=“('+t) = - 


- nt'A' 

2 C05> 


7t A' 


Uadurch wird 

1 — 2?'^* cos *- + = 1 + c/** * (1 + j’) + '/'* 


=-1+7 


A' 
2A- 1 


+ 7 


2A+1 


. 4A ,, , 2A -1, ,, , 2A+1, 

+ '/ =(!+'/ ) (1 + 7 ) 


2Ä *w . 4A . »A — 1 , *> 1 4A 

1+27 cos .. + 7 =1 — 7 (1 + Vj + 7 


2A — I l , 4A 

= 1- 7 — 7 +7 =(1 


7 ) (1 


2A+ 1, 
7 ) 
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1 + 2 ? 
= 1 


3A-I 


« , Ah--> 

r + ? =1—9 


2A — 2 


(1 + ?*) + 9 


4A-2 


2A-2 


2A , 4A— 2 2/( 

9 +9 = (1 - 9 


') (1 - 9^*) 


1 ft 2Ä— 1 7TM 4A — 2 , 2A — 2 /- , 7\ » 4A — 2 

1 — 2? ctis ^ + 9 = 1+9 (1 + ?^) + y 

, , ih-i , 2A , 4A-2 , 2A-2. „ , 2A. 

= l+ y +9 +9 =(1+9 )(l+9) 


und roiglicli: 
aus (13) 7) 

aus (14) 8) - 

au.s (12) 9) 


2A-K 


B 1+9 Ä(i + 'r~‘) (1 +9"*'*‘‘) 


■iVT 


. 2A -2, , 2A 

u + 9 1 II + 9 ) 


. A' . /S l-g 

’ A — ' A .,]/- 


JSL (!-?■* ‘) 


77 


■1 J- 2A- 2, ,, , 2A 

ll + 9 ) (1 +9 


0 = 


I 

^77 


„ ,, 2A — 2, ,, 2A, 

3 P (1 -9 ) (1 _ j \ 


(1+9 ) U + 9 ; 


In 7) unterscheidfii sirli die beiden Facloren (1 + y'** *) und 

(1 + 9 '^^"*"*) nur dadurcli, da.ss letzterer den Kactor 1 + 9 nicht 
enthi’dt. IMeser steht alier vor dein Zeichen 17, also kann man 
den Zähler srhreihen 

#(i+9'^*-V; ' 

1 

ini Nenner ist für A = 1, (1 + y'** = 2: setzt inan diesen 

Kactor heraus, so werden die beiden Factoren ebeiiralis gleich, 
und der Nenner lässt sich .seJireiben 

ß 11 + /‘A 

l 

Ua nun dieselben Umstände auch in 8) stattlinden , so hat man 
r i- JL rr P 


+ 9 


ä . 1 ^ 


2A-1 9 


« _L‘ ^ ) 


9) 0 = t), 

letzteres weil der Fa:tor 1 


2A— 2 f. . 
9 für h 


1 verschwindet. 
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Ehe «ir liit-rmis die Werlbe von A und B hestimnien, wol- 
len wir die scheinbar idenlischeii Kelalioncn 1), 5), 9) näher 
nntersnchen. In den reclilen Seilen der (Gleichungen (]3), ^l4), 
(12) verschwindel näiiilich jedesmal mir ein einziger Fticlor, und 

zwar in (13) sin für u — o, in 14) cos ^ für « = A' nnd, 
wie wir eben sahen, in (12’) der dem Wi-rlhe h zzr: 1 enLsjirc- 
chende F'actor (1 2'/ cos -J- f/‘i für u = A' -f- lA". Di- 

vidiren wir also mit diesen Factnren, so erhalten wir rechts Ans- 
drückc, die von 0 verschieden sind, nnd links Ausdrücke von der 

Form deren Wcrthe wir heslimmen können. Auf diese Weise 
ergiehl sieh zunächst 


ans (1.3) 


ans (14) 


ans (12) 


1 ) 


5) 


9) 


sin am u 


B 

cx» 

hf 

c 

1 

mt 

2Ä - 

tt = O 

11 

1 


(X»s am u 


U 

cx> 

TJ 

(1-y 

nn 

cos 

•» = A' 

A 

ri 

1 

V, , -i/i-i 
1 + ? 


A am u 


1 + 2? cos ““ + 


M _ A I A ’ 




die letztere (Gleichung, weil den obigen llemerkinigen znfidge 


JÄJ (1 -I- '^) (1 + y'**) = 2 (1 -f y'*)*, und 

I "*1 

30 

JaJ (1 — /*~*) (1 — = (1 — ' r ) (1 — (1 — y «: ; i — 

( 1 -?<)( 1-?«)1 



ist. I'm min die linker Hand stehenden Werthe zu heslimmen. 
dilTerenliire man im iCäliler nnd .Nenner narli ii, so kommi 
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'sin am u 


cos 

am u /J avi u 



. nu 

L *‘"2A_ 

w s o 


n nu 

•iA 2A J 

w - 

n 

= o 

~Cos am u 



sin am u /! am u 

2k‘K 

nu 

L '■"* 2A- J 

u = A‘ 


n . nti 

- 2A Tk 

_ 

n 

H~ A’ 

am u 


_ 

sili am H ros am u 

1 + 2y cos "" + g‘‘ 

u =: Ä'-f-iÄ'' 

« TT . TT« 

■2h ^ .sin 


kK 

»u— ?•) 

ÜtT Idztere VVcrtli (M'gichl sirli folgenili'rinasspii. Es isl 

jr(A'4-<A’') , niA'. niK' 

sin — I ■' = Sill (« + = — Sill = 


K 


A 

ttA' 


, nK nK\ 


, . — I , . I 


Sdzl man ilie.spii AWrlli nclisl ilon Wcrllicii sin am [k' + ik’’) 
~ - i iiiiil cos am (A'.+ lA”) --- — i * ein, s« ergiehl sieh 

(fliigps. Ilienai'li ist uiin das rullsländige Talileaii iler 9 P’or- 
nielii fidgendes: 
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2 A - 1 2 




1 + 9 


7) - - "" 77 

k- ,rj J-J- ) 


„ 2 A-K» 

« = ’k n (^v-) 

OA 2 


9) -- 


Daraus ergielit sirh: 



2A-K^ 

“77(^ 

y ) 

„2* ' 


2 A — 1 , * 


* ^ ^ «« 1 V 

)= 


2 A 


+ 9 

2 A — K’ 


i) 


f = 77 (|^) = ^' i7 (1^^) 

, ^ __ — ^ y - » 2 Ä V 

i = 77(|-;S)’=‘-77(:!p' ■ 

- ^ 77(r"4..) 


also; 


»-77Q 
l = 77C 


+ 9 


2 A - 


2 A 


1 +9 


) 


1-9 

2^9 

KT 


2 A — K * 


2 A 


/4 


V _ iK^ 1 

1 + 9 - . 

,, 2 A-K'i 

77 


Digitized by Google 



Alisclin. \IIi. Eultvickelg.il. cllipl.Piiuctinncn inKactureurolgen. $64. 207 
Ferner aber: 



weil nSrolich 2A — 1 alle ungeraden, und 2/< alle geraden, beide 
zusammen also alle ganzen Zahlen darstellen. In sämintlirhen 
Prndurten sind für A alle ganzen Zahlen von 1 bis <x> zu setzen. 

Die Formel ^ = yit' hätte man auch uninittelbar aus dem 
Ausdrucke (8) § 51 

^ = [1 +-* o ) (1 + (1 + (1 + k ( 4 ,)* 

ableiten können. Setzt man nämlich narb § 46. S. 173 

l+*o=^. = 1 

so wird 

j Ao A*qp A 

— ka' ■ ”*r ■ *'*oo ■ ÄV)'"‘ 

Es hebt sieb daher jeder Zähler gegen den folgenden Nenner 
auf. und da die Zähler zur Grenze Eins convergiren, so wird 



Die obigen Formeln enthalten interessante Deziehuiigen zwi- 
schen A, A' und q, lind zwar geben die folgeiiden drei 

I 
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■ih 


2 A — 1 . < 


✓ . 2*- 
/I + ? 

'V r-'" V 

V, 2A 

/ V, 2A -ly 


(IC) 


unniittdhai'c Ausdrücke l'ür k, k' miil K diircli q allein. Die 
ei-ste dersellieii kann auch zur indireclen lierechnnng von q nn- 
niillelhar ans k dienen. Schreibt inan nämlich diese Formel so: 

... II 

so sicht man, dass, nenn man zuerst in dem unendlichen Pro- 

*• 

dnct die kleine (jrös.se q ganz vernachlässigt, als der erste 

INäherniigswerth von q zu betrachten ist, mit welchem man die 
Reelmung diirchzurühreii und dann diesellH- so lange zu wieder- 
holen hat, bis der resnitirende Werth von q keine Aenderung 
mehr erleidet. Wenn k > ist, so kann man auch znei-st 
q' herechneii nach der Formel 

- S 11 

welche sich aus der vorigen durch Vertauschung von k, q mit 
k', q' ergieht, und dann q nach der Formel 

log q log q' = oder Brigg. Log q = 

Ausser diesen Funnelii wird auch noch die Fonnel 

Av* 

•II.' t' w / \ 

(17) . ./ 




sich in der Folge als wichtig erwäiiscn. 

^ach Bestiininuiig der Lonslanteii haben wir mm voll- 
ständig;*) 



*) Jacob i. -FimdaiOcntn novn. psg. flS. j- ^ 
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( 18 ) sin nm u = Sill 




, ^ 'Ih nu Ah 

1 — 2<? tos - + q 


*lh * — 1 «tt 

■2? tos -j^ + q 


Ah-i 


HQ ^ j/? »u -r^ 

( 18 . a) fosnni « = - ? — cos 


. , n '^h nu . Ah 

1+2? tos -7. +? 


1 „ 2A — I 

1 — 2? tos + q 


nu 

H 

nu 

K 


Ah — 2 


- -Ä 14-2? 
(18. b) ^ um u = }/k‘ jn 


■ih- I 


+ 9 


Ah — -2 


- j, 2A — I nu Ah — 2 
1 — 2? tos -^ + q 


Vierzehnter Abschnitt. 

EntwickeluDg der elliptischen Functionen in Reihen. 


§ 55 . 

Um aus der vorslelieiiden Entwickelung der elli|itisclu-ii 
Functionen in unendliclie l‘roductc Entwickelungen in unendliche 
Reihen ahziUeiten, bedient man sich mit Vortlieil des Mittels der 
logarithmischen nilTerentialinn. Nun ist aber: 

/.Q. rf log sin am M cos am »zi amu k'cosnmu 

' ' ' ' du sin am u cos am (Ä — u) 


(19.a) 
(19. b) 


älogcoiftmu ^ aina/nuJamu sin am m 

du iio» um u sin um CA--U) 

d log z/ am u Ar* sin am u cos um u 

du ^ am u 


= — k- sin am u sin um (K — «). 


Wenn man daher die obigen unendlitben I'roducte umnittelhar 
durch den Logarithmus hindurch diirerentnrt, so erhalt man nicht 
sowohl Reihen für die einfachen elli|>tisclien Fnnclioneri selbst, 
als vielmehr für Combinationen derselben. .Man kann abei- solche 

[lurv^r, rlliiil. Kuitcliuiien. 
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Ausdrfirk** bilfh'ii , utHcln* lofiarilliniisi'li dillrronliiii' zu 
farliiMi Fmirlioncii Solrlii‘ simi: 

7/ 1 "■ '' 7 / * — " 7/Lzr 

( y 1 -^ sin / 7 m» y 1 + C 03 im u y I + j '«* « 

Es ist iiniiilu’li: 

rf , (/log (I — sin «m«) 

Tu V"^/ l+sin(„,,i(/ * ./» 


I (/ lug (1 sin ((M(() 
* </« 

cos (Ult H Jumu 


= - 4 {- 


COK/ 7 ///U^////l»l 

1 — Hinamu I-Fsin«m 


r/i »I 


( 21 ) 

rf /. -m / 1 — 1*08 ntii m\ 

rfi; V y I :fcoH am u) " 

( 21 -a) 


cuK //;» 1 / /?;» » 
CO«* amti 
I 


J //W M 
(‘08 amt! 


= — (•us<‘C/«»i(Ä' — k) 


= f< si*<’ am (K — u) 


(21.1.) 


sin um ( A' — u) 

Hin um itj um it Jumu 

uii|.((»(n sin amu 

k' 

C0S(7I«(A — «) 

d f. ,/l — Jumii\ A* sinoiM« cosnm« , 

:r i ‘“K F T-T 7 ] = — = ' “'1? " 

du \ ' r i^i- Jumu/ k^H\n*amu 

— = k' tg um (A' — u). 

Mail i‘i-|iäll also ziiiiärlisl Kciln-ii ITii' dii' Fiiiicliiiiu-n 

' I . /i- > 

sinnm(A— «) cosnn;(A — in ' ' 

Scl/( mail in «licscii A'— 11 stall 11, so gt-licii sin, aligi'-snlini von 
doll roiislaiiti'ii (aioffirioiitoii. iilior in 
' 1 

^ _ , lg (i/n H. 

«Ul /////// COH/77//» 

Sol/I inan darin anl's nono 11 ^ lA'' slati 11 , so wird man nacli 
den Fonnoln dos § 10 auf 


«lu am »I , tr \ 

Sill /I7/I 17, ('" — W* 


I 


^ am II ‘ ' ■* dJ am u 

gi^rfilirl, iiml wTiiii niHii norh Wiiiiial A' — // statt 1/ srt/l, auf 

sin am [K — m). cos am u, — * — — 

' * J am ( A — m) 

Kutllich crliull man auch ^ am ti, wctiu man iu cot^ am a 
u ik'* stall tt setzt. 
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l’in nun aber iiacb <liosriii Srhcma vtM'ralirrii zu kunnuu. 
mü^*uui zuerst die Ausdrücke (20) in Fact*>r4*ii zerlegl werden, 
damit man sie nacli den Formeln (18) in uneudliclie Producte 
entwickeln kann. 

Aus .den Foriiielii 21) und 22) des § 29 fol^l durch Di- 
vision 

1 — 8in*/M(M -|-e) _ (coH/7/Me — d amv)* 

I -|-sintfj/<(M -(-p) (voB/nnu ainamv J mnu)* ’ 


und wenn man darin v =:= u seUl und dann u stall 2u. also 
auch ^ u statt u schreibt. 


t — Siu/OM» 
l-psin^/MM 


( CC18 um ^ M — sin am ^ » J am \ 
cos am u 4~ dam ^ 




cos am ^ H 
J am \u 
coB am 
am ^ u 


sin am ^ ü 


^ sin am ^ 






I — sirurw» 
l-Fsiiw/»iw 


sin 0;« ( ^ tt -p A') — siu am ^ m 
sin am u *4“ A')-^ sin am\n 


Wendet man ulsdanti hieraul' die aus den Fonueln 4) und 5) des 
§ 29 folgende Helation 

siu<i;/i(x-|-.v) — 8 in«w(a’ — //) sin amf/ coHamx damx 

sinm/<(a:-j-.y) + ain«m(a’ — y) ^ sinf/m a: cos/imy *J amy 

an. indem man 

•* = i {“ + ^)- y = 

setzt, SU erhält mau 


y\ 


'i — Bin amu 
l -j- sin am u 

und weil nach § 10 


K cos/w«-^(m'-1- A) ^am\{u’\’K) 
8 in//m^ cos<2»2^ K »ii am \K ' 


ist. 

qq. -|/l — sina/MM I cos/Twl^fw-f- A') aJ/rw/lliz-t-A'). 

^ ' y l-{-sinr.mK k* sinffAi ^ Ä ) 

In ähnlicher Weise erhält mau aus 25) und 2f>) 20 


I -pCOSflwt 


«+»’) V 


cos am H 4" cos am v 


»«y 


14' 
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und wiMiii iiiJiii diiriii i' = u und dann statt 1 / srtzt, 

— CO» am II »iu am j ii J am ^ 1 / 

^ I cos //w K COSrt/« ^« 

Endlirli i‘iliäll inan aus 27) und 28) § 29 

t — i/ am (u 4- 1>) <,■* »in* (am a -|- a m r) 

14 -^ aaT^a 4 - tö « 4" ^ ")* ’ 

also tdicnso wie vorhin auch 


(24) 



tnit n 
am u 


k sin am ^ u cos am u 
^ am 4 u 


Die in den Forineln (22). (23). (24) enthaltenen .Vusdrürke sind 
nun nach den (älcichungen (18) leicht zu hilden. Zuerst erhalt 
man 


COS am u ^ am a 
sin am u 


j ttm u I ' . 

= k foii 


zn 




„ 2 A 

-1 

nu 4A — 2 

1 

+ 

2 g 

cus 

Ji __ 



« •>< 

— 1 

jra 4Ä — 2 

1 

— 

2 g 

cos 




« ■-’* 

nu 

•lA 

1 

4- 

2 g 

cos 

A 

+ V 




TTf« 

Th' 

1 

— 

2 g 

COS - 7 .- 
A 

+ </ 


I 


und da die Symhole 2/< — 1 mid 2A vereint alle ganzen Zahlen, 
die Symbole 4 /i — 2 und 4* vereint aber alle geraden Zahlen 
darstellen. 


cos am a jJ am a 


l’Otl 


/( ita 2A 

-« 77 L+ 1!_ 

^ ^ 1-2/ cos 4 -/*’ 


Ilarin bat man der rileiebung (22) geimiss ^ (i< 4 . A') statt « 
zu .setzen, dann ist 


cotg 

co.s 

also erbäll 


jr(a4-^') 

4A 


* (« 4- A ) 

2 A 

num 
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/ I — sin um u 
1 + tjii» um u 


. nu 

1 +S1N5X- 


h . nu 2h 

h nu *lh 


1 . . nu . ft « : «•« . *« 

1 +S1II 1 + 27 Sill äX • + '/ 

«rgiebl sidi fcriiiT ans (23) nnti (24) in Verliimliing 


, ^ ‘Ih nu Ah 

1 — 27 ros -r. +7 


/,- — - -r-r 1 ' "S ök- 

j/1— cosr/wi« I ^“ / I 

r t-f-coö a/n« ^ JA' J .L ^ ^ 2y*^'^ Ci)S ~ 


- , ^ 2h — 1 nu 4h — 2 
1 + 27 ros ,^;+7 


f/ [ — d am u 
r l d am H 

= 2 sin 77 


- o — * 


nu Ah — 2 

1 — 27 

ros 




nu Ah 

1 — 27 

ros 

■iK + 't 

. o 2A — < 


nu lA — 2 

1 - 27 

ros 

2A + ’ 

. « 2A 


nu Ah 

1 -1- 27 

ros 


. n 2A - 1 


nu Ah — 2 

1 +27 

ros 

2Ä' + ^^ 


Nach diesen Vorbereitungen kann man nun aus den unend- 
liehen l'rodnrten durch logarilhinisrhe [)i(Ti'rentialion Reihen ah- 
leiten. lind zwar auf doppelte Weise. Niniint man m’imlich auf 
heiden Seilen die I.ngarithmen und dilTerentiirt alsdann, so erhält 
man eine Entwickelung in Partialhriirhe ähnlich den im § 35 
der „Fnndanienta“ unter 6) und 7) gegehenen Entwickelungen, die 
man auch durch directe Zerlegung der uneiidlirhen l'rodncte in 
Paiiialbrnche erhalten kann. Dies ausziilnhren, nehmen wir hier 
Ahstand. Dagegen werden wir eine zweite .Art näher erörtern, 
die darin hestehl, dass man, wenn man die Logarithmen auf bei- 
den Seiten genommen hat, zuerst diese in ihre Reihen aullöst 
lind dann dilTerentürt. Dabei werden wir aber, lia die auszu- 
rührciiden Operationen sich in ähnlicher Weise bei den verschie- 
denen Functionen wiederholen, nur einige derselben wirklich 
* entwickeln. Diese Entwickelungen mögen dann als Muster für 
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(Iü‘ ülirigpii in «len ,,Kuii<laiiienl«n‘‘ gegelienen Fornieln dienen. 
Zuerst lichandeln wir die /.weite der (ileirlinngen (18) und (19)- 
.Niiimil man von der zweiten der (ileirhimgeii (18) den Logarilh- 
nuis, so erliäll man 

■iV^Pj 

'Vk 


(26) 


iüg eos am u = log -f- log cos ^ 


I 


+ ^ log (1 -I- 2?'^* cos ? 

I 

i 1 I, KU , 4A-J 

I — >A log (1 — 2y cos + y 
Setzt man zur Abkürzung 


nii 

•ZÄ' “ 


so ist 


_ XII 2i.r , 

2 COS -- = e + e 


. ^ 2A nti , 4A ,1 2A . 2«.r , — 2i>. . 4A 

1 + 2y cos + 7 =1+7 I« + ) + 7 

, 2A 2ix. , 2A — 2fe, 

= (1 + 7 « ) ll + 7 ) 


. ^ , 4A —2 

1 — 2y cos i.- + y 


, 2A — 1 , 2ix . — 2ix, . 4A— 2 

1 — y (c +C j+y 


, 2A — 1 2ix, ,, 2A — I — 2u- 
= (1 — 7 C ) (1 — 7 « ) • 

folglich 

I /.in 2A XII , 4A, 

log (1 + 2y cos + y ; 

— lot; (1 + 9 e ) + log (1 + 9 « )» 

log (1 — 2«/* ~ ' i ns + y'** ~ 

= log (1 - + log (1 - y“~‘ 

Entwickelt man nun die Logaritlimen in Reihen, indem man hat 
log (1 + t) = I - 4 + 4 + - • r« + .... 

log (1 — z) — — (j + 4 z- + 4*^ + t '* + ••■•)• 

so wird 

log (1 + 


2Ä 2ix 
9 


, 4A At\r , , ^\h 

4 7 c -f. 4 y e 


, 8A Hfx , 
i 7 e + 


1 /.• I — 9u\ 

lüg (1 + y e ) 

2A — 2ür , 

= 7 c — 4y 


1A — 4fx , , 6A — , 8A — I 
•' +J7 ^ — j7 e +••• 
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und folgtidi 

log (1 + 2'/ ros + >1 ) 

= 2? fos 2.r — I y cos 4.r + * '/ «'os h-t — j y cos Sj-' + 

Sel 2 t inan Jelzt für A alle gaii/eii Zaliluii von 1 liis x und iiiiuuil 
die Siiuiiiie, so erhält iiiaii, ueii • 

30 

J* = - 

Ut, 


(27) 


■JW 

I , 'ih nn , 4A, 

log (1 + y COS - - + y 


2o’ it» 

' 1-7« X 


2y* . , n »" 1 2v“ „ »« 

2(1 _ ,») X + 3(1 -y«) '’**’* '^ A- 


Eheiiso ist 

I I, 2A — 1 2ü-, 

log (1 - y e ) 

/ 2A — 1 2u: , , 4A - 2 4ij- . , ß/i — 3 0/j- , , 

— - yi c +ty c +jy e +....} 

log {1 — q e ) 


+ i9 


4A — 2 — -l4r , , r»A — 3 — Our . \ 

f +iv c +•••■} 


< 2A — 1 - 2i.r 
= — {? ß 
rolglich 

log (1 — 2y cos ^ + ij “ 

= — { 2y cos 2.1- + 1 7 cos 4 + } y cos (i.r + . . . | 

und daher 


— ^ l"g (1 — 2c/^ ' cos ^ + 


4A — 2, 


Tfu . ctr rt«" i *7 1 

- l X + 2,1-» ^x .+ 3(1-7*) “•* K + 

Vereinigt mau nun je zwei euls|irerlipude C.lieder dieser Heihe 
und der Iteihe (27), so ist 

Iv. 

1-7* 1—7 


27(1-1- y ) 

1 - 7* 1 — 7* 


2y‘ 


+ 


2 7» _ 27« (1 -7») _ 27* 


2(1-7') ^ 2(1^7') — 2(1-7') 2(I-|-7») 




v_. — VO+v') _ _v 


3(1-7*) ^ 3(1-7*) 3(1-7*) 3(1-7») 

27 - 27 * _ 27 *(I- 7 ') _ 2 y* 

4(1-7') 4(1 -7*) — -«(l-?') “4(1+7')’ 
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nml rolglidi crliäll man 
ao 


^ Ing (1 + 27 '^^ cos + 7 “** ***) ) 

1 

oc 

I / - A 1 nti . 4A — 2 . 2ö nu 

— log ( 1 — 27 cos + 7 ) = cos 

. ■ 2<7* ■ 2o^ „»« , 2o' .*« , 

+ 2-(i+»*; + 40+7^ 4 ^^+.... 

und wenn inan dies in (26) siilistiluirl. 

, , ’iyk'Yq , KU , ‘Iq nu 

log COS am u = log — + log cos , — cos 

2A 1-y 


K 

KU 




Iliirerenliirt man nun diese (ileichnng nach u mit Benutzung der 
('•leictiung (19. a), so erhält man 


(28) 


I Bin am u J am u ^ 
cos ant u I 

i n'm am u I 

ein am (Ä' — «) f 


. nu , in f g nu , g^ ^nu 


2A' 


+ *sln3*“+4^sin4-“ + ....}-) 


Aus diesen Formeln gehen durch Eänsetzen specieller Werlhe 
die im § 40 der „Fundamente" gegebenen Reilien hervor, von 
denen wieder nur zwei als Muster abgeleitet werden mögen. 

Setzt man in voiNtehender lleihe u = , so wird die linke Seile 

= 1, ferner wird dann 


. «w . . nu ^ ^nu „ ^nu , 

tg^;=l, Sin ^-=1, sin 2^ = 0, sin3j^r = — 1, 


,nu „ . » «« 

Sin 4 -.r == 0, Sill 5 .. = 1. u. s. w.. 

A A 


also ergieht sich 

VL 

K 


(29) 


1 4. 4/ V 1' 4. <. ?!-4. 

^^‘*ii_„ 


1 1 — t’ ? >—7'’ * — 7 

Von Wichtigkeit ist es auch, eine Iteilic für ^ „ ) 


zu be- 


sitzen. Uiese ergieht sich, wenn man (28) noch einmal nach u 
diirerentiirl. Dann erliiilt man 


*) VrI. Konilnmcnta. § 311. 7) 

«) Knml. 8 39. 12) 

***) Fund. § 10. 4) 
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^ amu k'^ lg* am u = + 8 [f 


q nu 

cos -77 

-q A 


, 2o’ n»u , 3o* _»« , 4q* .nu , 

+ cos 2 ^ + j cos 3^- + cos 4^.- + . . . .]}, 

_und wenn man darin u = 0 setzt. 

C*) = 1 + 8 fi._y + i+V + + lj^4 + •••]’) 


In der nämlichen Weise lassen sich auch die übrigen im 
§ 40 der „Fundamenla“ gegebenen Reihen ableilen, worauf wir 
nicht näher eingchen; vielmehr gehen wir' tiuti dazu über, die 
• einrarhen elliptischen Functionen in Reihen zu entwickeln, wobei 
die Rechnung in zwei Beispielen vollständig durchgeffdirt wer- 
den soll. 


§ 56. 

Wir schreiten zuerst zur Enlwiekelung der Gleichung (25) 
des vorigen §, welche uns, wie das daselbst aufgeslellte Schema 
zeigt, zidctzl auf sin am u führen wird. Selzen wir wieder zur 
Abkürzung 

nu 

2K ~ ^ 

und nelunen in (25) auf beiden Seiten die Logarithmen, so er- 
giebt sich 


(31) 


(30 - A.Ä • . 


OO I 

+ log 

^ 1 + 


1 — 2?* sin X + q 


„ A . , 2A‘ 

2y sin X + q 


Nun ist aber, da 2 .sin x — — i {e^ — e '*) ist. 


Ing 


, _ A . , 2A 

1 — 2q sin X q 

• , „ /f . , 'ih 

1 + 2q sin a: + y 


log 


... h , ix — ix. . 2k 

1 + lg (g — e ) + g 

. . A , ir — ix, , 2A 

1 — lg (g — g ) + g 


,, , . A ix. ,, . A — ir, , , . A ir . . h — ix 

- W + '»t- 

1— ige 1+igg 


(1—1 A**) (i+'g"g' 


•) Fund. § 40. 8) 
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Knlwiekelt man jet/l die Logai'ilhiiieii naeli den Formeln 

log + i 

so erhält man 

, 1 + iV/ e“ , A u- , 3A 3i> , , 5A bU 

'"15 n? = {? c.-|y c +lg e 

l-’9 ^ , 7A 7,> , , 

-■fv « + • } 

, „ 1 — iq e a- I li — '-r I 3A — 3te , , 5A — 5tx 

'"8 ~ 2i {? e — J? « +i? e 

1 + I? e . 

. ih — 7ix , 1 

«■ +■•••} 

und lulglich 

, „ A . . 2A 

1 — 27 sm X + q .! h . , 3A . „ 

log = — '*{? sin a; - i 7 sin Sx 

1 + 27 sin ^ , 5A . ^ 1 7A , , I 

+ * 7 • sm 5x — I 7 sin 7a: + } , 

lind wenn man die Summe für A von 1 bis oo nimmt, 

, 1 — 27* sin X + 7^* 

2} '"1' /. O A ■ —Tv, 

1 + 27 sin X + 7 

= - 4 si» * — i sin3x + sin 5x - ...} . 

Snbstilnirt man dies in (31), so ergiebl sieb 

'"g = 4 log (1 ~ **'" *) — 4 log (1 + sin x) 

- 4 { sin X — * J sin ,3x + i j-^-,sin5x -....} . 

Uiirentiirt man jetzt narb u, indem man bemerkt, dass 

d.r = ^ du 
2A 

ist, so ei-bält man mit Kneksicht anl' (21) 


«fl .4'/ WK ., »« 

1 = 01- i • — + fos .T „— cos 3 .,,. 
1 — w) 2A 1 «II ' 1 — o 2A i—'r -A 

X t*rm • * 


sin am {K 


+ ros 'S— — \*) 

I ^ 1 — 7 I " "zAf ■ • / 1 

Fnr u — 0 ergiebt sich daraus wieder die Gleichimg (29). 
Setzl mau hingegen K — u statt «, so folgt 


by Google 


*) Kund. § 3fl. 14) 
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(33) . 


»in am « 'iK > , nu 
Sin 2 ^. 

4 , 


t l-. 4 o. 5 CW, 4 o^ _ 5 T« 

. 1 + r - Sill + 5^' , Sill 3 .,.. 

i ^ 5CM I — ? 2 a 1~7* 2A 


+ *-5’;^+ •}*) 


Aus dieser lleihe ergieht sich die für sin am u , wenn mau 
u + lA'' für u setzt, da nach § 10 
1 


(34) .... 
ist. Nun ist 


sin am (u +iK') 


yr- yrz k sin am u 


. *(«+iA') .. . r > 

sin ' = - ‘1 > [e 2^ - 


5c (m — A'") 5c (iw — A'*)i 


2A 


nK* 


oder, wenn man q = c ^ und x = einrülirl, 

iK 


sin *-^-"^'(^-1 = — 4 i f i — 4 — *’ 

•iK I V/’ e — (/ ' e 

, m ‘ 2 ix 

1 — e 




1 


sin 


» (u + iA'') 
2A 


}/q e 
- li 


o.. 


q e 


2Lc ' 


Entwickeh man diesen Ausdruck in eine Reihe nach der Formel 

{^. = t + + *’ + 


so erhält man 
1 


3 ij' , ,/-r 5 fe 


. » (ii CK ) 

Sin ^ - 


TT = — 2i {]/q e“ + }/q^ f'“ + }/q^ 


(35) 

+ + }. 

Die übrigen (iliedcr der Reihe (33) sind, wenn n eine ungerade 
Zahl bedeutet, von der Form 

4fl" nu 

Setzt man hier auch u iK" statt ti, so ist 

« 5 r (iw — A*’) nn {tu — A*^) 

e 


n (u lA'*) 

“ iK 


= - i '{e ' 2 A iK } 


= — i » (?* e"“— y“’ e "“) = -^ i I [j/q- c f 

•) Fund. S 39 . 18 ) 
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Di'imiacli 

(3ö) , v_ = _ 2, (p’-; 

^ 1 — «n 2Ä U— V“ 


nix Kv" 

qn 2Ä ■' »1— //"» ^ 1^7" 


— Mia; I 


Schreibt man aber »He Reibe (35) in lolgemier 

1 _ 9 i r ( 1 - ?) 

r<v+ijn^~ ^ 1 - 7 ’ 


sin 


•iK 


in welcher alle Glieder von der Form 


2, / _ 7"^ + JVl e"“ \ 

- { i_y. ® ^ 1-y. f 

sind, so sieht man, dass das erste Glied dieses Ausdrnrks sich 
gegen das erste Glied des Ausdrucks (36) forthebl und das übrig 
bleibende die Form 


A. Vq* t tn'jt — nLc., 

— 2i [e _e ) = sin nx 

1 — ' / 1 — q.n 

aunimmt. Üa nun für n alle ungeraden Zablcn zu setzen sind, 
so erbält man mit Rücksiebt auf (34) aus (33) 


(37) . 


'IkK ' i -q 


Sin 


iV^ 


■fi + i™- si" 3 


ltn 

2K 


4jV 

1-7’ 


sin 5.f“ +....}•) 


§ 57. 

Ausser den vorigen Reiben wollen wir mir noch die Reihe 
für ^ am u ableilen. Riese gebt aus der EiUwirkelung der Glei- 
chung (25. b) hervor. Wegen (21. b) erbält man nämlicb daraus 
dureb die logarilbniLscbe Rilferentiation cotg am u, nnd dann, in- 
dem man u -)- lA’’ für it setzt, d am u. 

Nimmt man in der Gleicbuiig (25. b) auf beiden Seiten den 
Logarithmus, so erhält man 


•) Fund. § 39. 19) 
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^ 2/v + l»g 

+ (1 — cos 10 ( 5(1 + 25 f^*cos.j^c/-f'**) 

- log{l -2j‘^*-' cos '^) 

- loK (1 + 2/*- ' cos 

SeUt man zur Abkürzung wieder = x, so wird 

2a 

<1 Äw iVc I — ix 

2 cos ^ = e + e 

und daun 

= log 2 |/y + log sin a; 

+ ^* {log (1 - e‘-^} + log (1 - f'* C-“) 

1 

+ log ( 1 + if'' e'^) + log (1 + 

— log ( 1 — jr-*~ * e“) _ log (1 — ~ ' e~^) 

- log (1 + e‘^) - lüg (!+?**“' e-^)}. 

Entwickelt mau jetzt die sämmtliclieu laigarithmen in Reihen 
nach den Formeln 

oo 

log(l - I) = _ (. + J .2 + ^ j:. + . 

log 1 + z) = I — 1 z'i + ^ r'* — ....= — ^(-l/ J. 
so ist 

log (1 - e''^) .+ log (1 - e~“) 

cx> 

— 1 2^Ä j lix I — lüv. 

— Y V + « )• 

\ * 

log (1 + e'^’) + log (1 + e““) 

= — , Ur . -li>, 

- ^*-T— ? (« + « ). 

1 * 

— log (1 - /*- * e“) - log (1 - ‘ 

t * 
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I f * I ” 1 1*1’ * I * j t — I — 13 ' . 

— log ( 1 + ? <^ ) — l"K (1+7 f ) 

00 1 

, 21A — i , U.r , — ii.r. 

— + ’ {<• + e ). 

1 

.Xdilili man ilicsc (ilcicImiigiMi, .so liehen sich alle (ilieiler, hei 

weh'heii A migerade Zahlen sind, auf. und alle Glieder, hei Hel- 

rhen A gerade Zahlen sind, konnnen do|i|iell vor; die fihrighlei- 

beiiden gehen ilaher. wenn inan die Ex|Hinentialgrös.sen angleirh 

in (äisinns verwandelt, 

4 -m 1.4 -Wi-l , 

— j V ''4>s ^ ’ X 7 

worin ITir A alle geraden Zahlen von 2 an zu seUcn sind. Setzt 
man daher A = 2». so sind riir n alle ganzen Zahlen von 1 an 
zu setzen, und dii* Suinme obiger S Lugarilhnieo lierert 
oo oo ' -■* 

4 , in/i , y'"*, n 4 1 — 4»A » 

^ 7 + 2«a- = y C08 2»*, 

wovon der Gleichung (38) gemäss die Suiniiie in Bezug auf k 
von 1 bis oo zu nelinien Ist. Da nun 
oo 

4nh g** 

isl, so erliält inan, wenn inan die SuniinaÜoii in Bezug auf H 
ansfülirl, 

30 OO 


yl» q\n 

2h j** 1 — 

lind ileingeniäss Isl 


-S L r-^ = -S Tn 4V. 2«x. 


I — J am u 


— J //*" 

, , — lug 2j/y + log sin ,i- + 4 >•„ , , cos2Ka- 

"Y J nm H o r 7 r' ■■ ^ *>ii 1 


'■* /; 

= log 2 e"v + l*'g >*l" a; + 4{i 'us 2a- + cos 4a- 

lliirerentiirt iinln diese Gleichilfig nach », indem 


dx = -p du 

in 


ist. so erhält man wegen (21. h). 

00 

colg um « = { rolg j- — 4 j sin 2n.r } 


Digitizer jy Conc^li 


Alis<'lin. XIV. EiiUvicki'liinf! dor clliiit. h'iiiii liuni'ii in Hcilirti. X 67. 223 

tiilcr 

"" “ = Ä 5 - 1+’,-. ““ T - 


i39) 


in (Unser (jleiehiiiig hat man « + i'A'* für u zu setzen, um 
^ am u zu erhallen; denn naeli § 10 ist 

l Otjc am [u + ih "] = — i ^ am u. 



Setzt 

man also 

71 (// -f- ^A'' 

■ih 

= x^ 

1 TtU 

und .^ = X, 

man 











oo 

(40) 

— 

^ am II 

■ih \ 

rotg X, - 

- 4^" TiV 
!+</»" 

Nun 

ist 








nu 1 

TtiK* 

niK* , 




= 2Ä- + 



also 







IX 


nK' I . 
- -2^. + (.r 


2/x, 2ix — 2ir, I — 2i.r 

e == q e ^ f '= e 

folglich ^ 

sin 2 nx, = - ‘ , _ i,;," 1 ) 

9 ' 


si,i 2 >ix, = + 2. f. e-^"" 


!+'/’■ 


und 


(41) 


'l+y».' l+y. 


CX> ' 

= + 2i 5^ f _ vl 


vl ,- 2 a/x ^ 
i+v- 


Ferner ist 


cüljr X, = — I 


. 1 + e 


2/x, 


. 1 + 7 c 


2 /X 


und weil 


1 — e 1 — 7 e 


ai.so 


- 1 + J + *-^ + r' + .... 
J- 1 -. = I + --■' + + r< + 


(X 


- 1 + 2 (. + r» + + ...,) = 1 + 2^ r" 


Digitized by Google 


224 Abscliii. XIV. ßntwirkcliing der ellipt. Piinctioiicn in Reihen. $ 67. 


ist, 


üiler aurli 


colg a-, = — I { 1 + 2 q" e^”'^ } 


»i,., = + 2 

oo oo 


.Xddirt iiiaii nun dieses zu (41), um den Ausdruck (40) herziistel' 
len, so hellt sich das iilicd 


*2, 


ff’’*» 2m> 

- e 


-V 


fori, iiml man erhfill mit Forllassung des lieiden Seiten geinein- 
sehaniirhen Factors — i 

oo 

Ä 1 + ?*” ^ 


1 — 2 "^^ 1 1 
+ « )/ 


^ am u = + 2 

= .^.{l + 4^-j^^.- cos2«a-} 

OO 

^ l ^ i A V" \ 

(42) ^ am u = ^{l+ j cos ^ <os 2^ 

+ ,y^cos 3^ + ....}.*) 

Diese Heilie hat noch hesondere Wichtigkeit dadurch, dass 
man aus ilir diircii Integration eine Heihe für am u ahleiten kann. 
Denn da 

(i am u 


du 


ist, so erhält inan auch 


‘=J 


/d am II 


A am II ilii. 


Demnach ergiebl sich 


♦) Fund. § 3!>. a.i) 
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2?* 


( 43 ) 


*» , Iq . *B , 

am « ■=....+ sin ^ + 2(i + ?‘i ‘ A' 


2A' 

+ 


sin 2- 


4o» . „nu 

3 (1 + ^) ^ Ä 


Diese Reihe bestätigt die im § 7 gemacliten Bemerkungen 
ülier die Besehaffenlieit der Kunrtimi am u. Sie besteht nämlirh 
aus einem mit u preportiunal wachsenden Pig. 2 . 

Gliede welches die dnrcli die Piincte 

J, B, C, etc. hilldurchgehende Gerade dar- 
stelll, und einem jieriodischeu Theile, durch 
welchen liewirkt wird , dass die Gurve für ^ £ rK jK 
am u sich wcllenfrirmig um die erwähnte Gerade schlingt. 



§ 58 . 


Die im Vorigen aiisgel'ührten Rechnungen mögen als Muster 
für die Entwickelung der elliptischen Functionen in Reihen die- 
nen. l'm aber die lebersiebt /.u erleichtern, sollen im Folgen- 
den sowohl der Gang der RiiUiiickelung, als auch die wichtigsten 
Resultate noch einmal ziisaimneiigestcllt werden. 

Den Ausgaiigspuiict bilden die Formeln (25) des § 55, 
nämlich 


1 / = \/^ _ 2A' J~T 

f 1-f-sinnm« V ' nu J J. 


. • ew“, - ^ h . nu , 2A 

1 — sin .^1—2? sin . + g 


1 + sin , 




2A' 


_*A 

. , _ A . nii . 'ili 

1 + 2g sin -F g 


— COS am u 


cos am u 


i-i n 2A *" 1 ■iA. - 2A— 1 «TU , 4A — 2. 

PO-(l-2? cos.^j^.-F? ) (H-2j cos.5.^.-fy ) 


_2A' 

t A , 4A. ^ 2A— l nu , 4Ä—2. 

(1+2? cos.^^. + ? ) (1-2? '■‘’*2Ä+’ ^ 


-,/l- ■ J am u 

r i+j aot u 


00 


2|/?sin||p 


ft 2A »«I 4A, - I ft 2A nu , 4A. 

(1 — 2 ? cos + ? ; (1+2? cos +? ) 


iK II ,, „ 2A-t *« , 4A-2, - 2A-1 *« . 4A-2,’ 

' (1-2? '"**2Ä + * )(l+2? cos-^.+? ) 


•J Kund. $ 30. 24J 

Dori-gp, pitipt. FHOClioiM'n. 
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Die logarUtimisclin IHlTcronlialiou der linken Tlieile ergiobl 
nach (21 1 

I 

8111 nm (Ä' — «) 

^ 

«08 um lA'— “) 


d 

log J 

^ 1 8111 um H 

(bt 

1 -|- »in am u 

d 

log } 

— cos um u 

du 

1 -jr' cos am M 

d 

log J 

/ X — z/ um H 

du 

1 J um tf 


= colg am u. 

Die iin Vorigen auseinandergesetzle liehandinng führt daher zu- 
närhst auf lleilien für 

1 I > 

— , r , ia)lg am u. 

Hin rt/ii I A — kJ cos avi ( A — iij 

Alsdann zeigt die folgende Tahelle, wie man durch Substitutionen 
zu Keihcn für die übrigen elli|ilisihen Kunrlinneii gelangt. 


1 

1 

1 1 

Bin um (X ^ ti) 

,, V ll * *•»»• •• 

COS rt« ( Ar- ») l| 

iin Vorigen K—u für 
u gesetzt : 

_L_ . 

sin am u 

- 1 j , ■ 

i . tg am u 

008 «m« l 'f ^ 

im Vorigen u + lA'nTür 
II gesetzt: 

»in am'u 

,.y , | ; 

c«s«m(^-.i)| 

im Vorigen A' — ti für 
II gesetzt: 

sin nm'K — u) 

# ■ ■ -1 

CO« am H ■ K ; n- - 

,| d am \ 


Die Iteihe für ^ am u folgt aus der für colg am u durch Sidi- 
sliliition von u + lA' lür ii. 

Die wichtigsten .sich ergehenden Keihcn sind fidgende; 


sin nm II 


cos am II 


^ am u 


n 

1 4 / </ 

nu 



3T« 

ijtÄ 

-ix-., 

2A' 

4 - — 

^ 1-'/» 

sin 3 

2Ä" 


1 

l-y» 

- 31« , 

t 


n 

tXVif 

3T« 



. nu 


{■+; '■‘- 

2A 

+ . + V-’ 

1 cos ; 

‘■2Ä 


I 

+ i+r 

COS 

m »« . 

+ 

...} 


n 

^ ik 

f- + .iv 

nu 

1 ms + 

4y* 

!+'/* 

COS 


+ 1 +,- 

cos : 

+ 

...) 



SK 

"A 
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. 7t I , nu Jö* . Tttt , Aq* . - Ttu 

lg am u _ sin sin 2 -^. 


4(/‘ . „ »M , I 


1 + 7' 
•-'9 

r+7 

•i,, 


nn , 'iq tiu , 2ff* 

am « .j^r + X 2 (1+ j') 


sin 2 


. £M' . f> . 

ro + V'; ^"1 X ■*■ ■ ■ • 


1 . JL/ * 

Min um u '2K \ . 


, Aq . w« , •?!/ . „ t*n 

^ +,7 + TX/ 2A- + r-,/ *■" »X 

sin 


Ttu 


4y» 


. JTM 


+ 


4?’ 


CÜ9 um u '2k A < 


1—7 
1 _ 
TTM 

* 2A' 


.sin 5,-., + ...} 


2 A 

ly 


TT»/ , 47 * ^ ATM 

T+^ 2 A + 1 +,.'-*'^^^ 


’:X 


I 7 * -Ttu , » 

-r-^'‘"^'‘ 2 A + -1 


1 + 7 ' 

_J_ ^ /i l 7 _ ’t« . . ■l 7 *_ ,.„>, 2 ""- 

Jomii 2* A l‘ l + </» A ^ I + //> ”■ ■^A" 


A 

4«’ „ ÄK , I 


. 5T / . nn 

rotg am u = ^X- 1 ‘ 2A 


I 7 ’ 

1+7’ 


3TM 

A 


4/_ 

1 + 7 ' 


sin 2 ■ 


47« 

1 + 7 « 


sin 3 


nu 

k 


-...} 


Zur Erniillt'lung des Wt'rllics von 7 ffir i'iiirn gegoltenen 
Modul k oxisliren Intreils Tai'oin; eine kloinoro hat Jacohi der 
ini 26<r» Uando. des C.relle’srlien Journals eiitlialteuen Ahliandliing: 
„Zur Theorie der elliptischen Fnnrtionen“ heigerügl; eine ausge- 
dehntere Tafel für 7 enthält die erste Liereriing von Meissel's 
Saniiiilung iiiathciiialischer Tafeln (Iserlohu. 1860). 

Ein ausgczeichiieles Iliilfsinittel zum L'ehergaiige von einer 
elliptischen Function zu einer anderen hietet auch die Verwand- 
lung von 7 in — 7 dar. Da aber 


= c ^ k' 


für alle reellen Werllie von k und k' positiv hiciht, so ist er- 
sichtlich, dass es nur fiir imaginäre Moduln negativ werden kann. 

Nun halten wir § 24 gesehen, dass die Verwandlung von k in 
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(Ii'ii Lflicrgaiij; von k' in von K in /r (A’ + lA"') iiml von A'' 

in kk' nav'li .sich ziclil. Vi-riansclil inan darin k mit k', so rol)(t 
anrh. dass ((Irichzoitig 

, ik 

k in V 
k 

„ I 

A‘ „ k'K 

K‘ .. k' (A” + lA ) 

fihcrgolicn. Sclzl inan also ^ stad k, so vmvandell sich — 

i-'(A‘'±iA ) A’’ — , . 

III — n — - = ~ ^ 

— *4^ + 1» 

V in e A . 

oder weil 

= - 1 

ist, in — q. liciniiach cnlstchl —q ans >/ dünn, wenn k in 
|■|h(‘|■g(•hl. Vcrlansclil inan min auch in den Fonnein (13) des 

§ 24 A inil k', so verwandeln sich dieselhen in folgende: 


■ ; ' , 

Sin am ^Ä u, = 

'/■ '*1 

ros am k = 

d am [k'u, p) ^ 
lg am (k'u, = 


k' sin am u 
J am u 


i’os am (A’ — I/) 


uoH am » 
^ am M 


1 


^ am H 


: sin am (A' — ii) 
^ d am (k — u) 


k' lg am u = colg am (A' — «). 


Diese Fornielii zeigen, welche elll|ilisrhe Fniiciioiieil durch die 
ohigen iteiheii dargeslelll werden, wenn man in dirsen — q 
fiir q selzl. Wenn inan iiäiiilich gleichzeitig aiinli u in k'u 
fihergeheii läs.st, so hieihi der in sännnilicheii Iteihen vorkom- 

niende .Ausdruck migeündert, denn ans K wird k'K, lolglicb 


aus 


7t» 

IT 


nk u nu 

Yk “ ~k’ 


Man hat daher wirklich in den (leihen nichls anderes zu verän- 
dern , als 9 in — q iihergehen zu lassen , und mir hei dem vor 
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den Reiiien sleheiideii Kaeloi- auf die Verlaiiiu'liiitig ltüek.>iiclit zu 

neliinen. Auf diese Weise eiilslelit z. B. aus der Reihe für 

A am u sogleirli die für — . 

^ ^ am H 


Fünfzehnter Abschnitt. 
Reihenentwickeluii}!: für die zweite Gattung;. 


§ 59. 

Hie elliptiselie Traiisreiideiile iler zweiten (•alliing, E[u), war 
narli § IS 

W U 

K (u) = I am V du =z j {I — sin’ am ti) du. 

1 ) *» 

Ks koiiinil «lahcr daraid' an, eine Reilie für sin'^ am u herzustel- 
len. Diese hat Jacohi durch Quadrirutig der Reihe (37) § .'>6 für 

sin am u eriiiittelt. *) Setzt inan wie früher ~ 

III3U die Reihe (37) selireiheii 

nk >i-v 


ii) 


.sin am u = f . * - sin x -f- sin 3x + sin 5x 

‘Ikh > 1—0 1 — o> ' 1 — o“ 


+ ... 


/z- i sin,2A— 1).T-|- ...}. 

1—0 


Diireli Mnltiplicirnng dieser Reihe mit sieh seihst erhält' inan lau- 
ter l•rndnele von der Form sin m.r sin px, wenn unter m und p 
ungerade Zahlen verstanden werden. Nnn ist 

sin (y z) sin — z) — sin’ y — sin'’i, 
also wenn man y -f- r = mx, y — z = juc und daher y = x, 
t = — j-=- X .setzt. 


.i..J '«+P 


<ioi .. 


:2) . . sin mx sin px = sin'^ - y' — sin‘^ — 




*) Fumlnin. § -U. 
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uurin, da m und p alle möglichen ungeraden Zahlen bedeuten, 
m p Mild m — p alle möglichen geraden Zahlen, alle 

möglichen ganzen Zahlen (exrhisive 0), und auch alle niög- 

lichcn ganzen Zahlen (inrinsive 0} hedeulen werden. Die Qiia- 
drirung der Keihe für .«in am ii wird daher die Differenz zweier 
Heihen liefern, von welchen jede die Quadrate der Sinus aller 
Vielfachen von x enthrdt ; also wird die iteihe für sin* am u fol- 
gende Form annchmen 


CD 



sin* j; -f- sin* 2a; sin* 3a; 

-1- sin* «X . 

— ßi sin* .V — B.^ sin* 2x — Bj sin* 3x 
— ... — B„ sin* n.r — ... 


worin die Coefficienlen .4 und B zn bestimmen sein werden. Ilm 
den (ioefficienlen .4„ zn heslimmen, setzen wir = n, so- 

dass p = 2« — m , m = 2« — /< ist , und können <lann leicht 
ermitteln, welche zusammengehörigen Werthe von rn und p zur 
Uildung der Zahl ii heilragen. Fs wird nämlich 

für m = 1 p = 2n — 1 

OT = 3 p == 2n — 3 

m ~ 5 p 2« — 5 


»1 = 2« — 1 f. 

Dies zeigt, dass zur Kihinng von n nur die etidliclie .Vnzahl der 

Werthe J, 3, 5 2» — 1 von m beiträgt, weil für grös.sere 

Werthe von m keine entsprechenden Werthe von p mehr vor- 
handen sind, .\nsserdem sieht man , dass jedes Paar zusammen- 
gehöriger Werthe von m und p, z. H. 1 , 2n — 1: 3, 2« — 3: 
etc. doppelt (das zweite .Mal nur in nmgeki'hrter Ordniniit) vor- 
konimt, mit .Viisnalnnc desjenigen Paares, hei welchem m — p 

m-\ 

ist. Da nun sin mx und sin px resp. die lloefflrienten y ‘ und 
2 

1 haben, so kann man den Goeflicienlen A„ von sin nx aus 

1 -/ 

den Coeffleienten der Reihe fl) mit Uennksichligung von (2) so- 
gleich bilden. Nämlich man erhält 
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( 4 ) = 1 


• y'~‘ 1 '/ _ i” ^ 


+ ... 


-I 


-q- ■ 1 

ScUl man zweiltms zur Kililnim des Cncfflrienlen B, 


r • L. 

1—?’ 


-P 




s« ist m = 'ln + p, also «ird 
für p = 1 
p == :\ 
p = .') 


m = 2« + 1 
m 2« + 3 
m = 2n + 5 


liier tragen also zur Bildung der Zijid « alle Wertlie von p: 1,3, 
5, 7, ... liis ins UnendlRlif bei. Quadrate kommen hier niehl 
vor, da niemals p — m sein kann; die Prodnete sind daher alle 


zn verdoppeln, und man wird 

erhallen 




= njh, ■ 


-1- ^ 

^*4-1 

■;5,. ■ • • j 


^ l-y» • 

1 

+ 

'/* 




1-'/' ■ I 


( 


Der v(dlsländige (aieflicienl von .sin^ n.r in der Ueihe (3) ist als- 
dann 



l'in denselben auf seine eiiifarhste GesUill zu bringen, schreibe 
man die Gieiehimg '4) znnäcli.s| so 




-1 f 
U- 


9 I- 


+ 


i/«-' + r- 


I - < 


<r' ■ !-'/■' 


und transfornure jedes einzelne Glied nach der identischen Glei- 
rlnnig 

ri:;; • fl: = + rir, + i} - 

so erhalt inan 


und da nun in jedem in Klammern gescidussenen Gliedc die er- 
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steil Glieder dieselbea sind, wie die zweiten Glieder, nur in iini- 
gckehrler Urdtiiing, und die Anzahl aller Glieder = n ist, 

+ + +... -’P,)}. 

Zur Dinfurinung von //„ selireihe mau die Gleichung (5) 

? , f 


Bn 


2 {Tiz: 




+ (l-yV)(l-,^) + • • • } 

und heniilze die ideiiUsche Gleichung 

y 

I— i) 

I 


(«-y) (.1 




y 


so erhält man 


B - ?_ + - jz + - + 

^ t-v> ^ 1-?' "r ^ , ..2«-i + ••• 


7»+l 


_7«-tSI 


I-?" 


1-7" 


I-y 




welche Reihe zeigt, dass von dem Gliede ^ .y^ an alle Glie- 

1—7 

der sich zerstören, sodass sie eine endliche Reihe wird, nämlich 
D V~' I 7 . 7* J. I I y 

“ l-„^-'l-7 ^ 1-7’ ^ 1-7’ + ■ • • + 1 -,*— '/• 


Suhtraliirl mau nun dies von ( 6 ), so ergicht sich schliesslich 
A, - B, 


»7 


1-7 


1H 


Nun ist nach (3) 

/ n .^9- 

sin’ am u = ( 2 *jt ) IW 7 {A, — B„) sin’ nx, 


also erhält man 
sin’ am 


/ TT \ 2 ( 7 . nii . 27* , ., 2»« 

= 16 ( 2 *^) ( l-y-. + r -7' -2A 


, ‘W* . .. ^nu . I 

+ 1 ^«®“' 2 A- +•••■}• 
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Darin kann man ikm-Ii slati der Quadrate der Sinns diu Cusinus 
einrühren, indem 

sin'^ ruc == ^ (1 — cos 2nA') 
ist; daun erhält man 


sin* «m « = 8 ^ - cos 

oder, wenn man der Kürze wegen 

‘'=*2Ä=»!i^' + r57. + i^ + I 


setzt. 


1 » 7 ” 




ros 

~K { 

nu 


2«* 2wh 

“i cos ^ 

?* A 

+ 

T— ^ j COS -va- 

1 — 7* A 

^2 fOS 

-7« 

linu 

~7T 



1 


.Vnnrerk. Aus sin* am u erhält inan auch eine Reihe für 
wenn man log sin am u zweimal nach u dilTerentiirt, 


am* am u 
denn inan hat 


(P loe sin amu 
— Ar* am* 


also 


da» 


am' am ii — 


,9 .9 rt» loir sin »ma 

= Ar* sm* am u 

dir 


Man braucht also nur die Reihe für log sin am u zweimal 
nach u zu diflerentiiren und von der Reihe (8) allzuziehen, um 

eine Reihe für — zu erhalten. (Vgl. Fundamenia S 42-)| 

8in* nm ii »y 


% 60 . 

Vermittelst der Reihe (8) erhält man nun sofort eine Reihe 
für £{it); denn zmiärhst wird 
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um) (I, ■Irans ergiebl sirli durch Iiilegralion 

m *(») = [!- (Ä)’e] „ + .g, 5 ; 

Setzt inaii darin zunächst m = A\ so erhält man auch eine Heihe 
liir das vollstämlign integral der zweiten riattung E{/C) oder A'. 
Ks verschwindet nämlich der unter dem Zeichen H stehende 
.'Vusdruck. und man erhält, 

( 10 ) .... [1 - fG A'. 

oder wenn man für C seine IJeihe (7) suhslitilirt , 

( 11 ) + ...|. 

Hiedurch ist ein Mittel gegelien, E aus k mit Ilfilfe von q und 
K zu herechnen. 

Nimmt man nun E als hekanut an, so kann man auch C 
durch E ersetzen, denn da aus (10) folgt 

' - (Ä) ' “ I 

so erhält mau aus (9) 

( 12 ) . . ru) = 


nnu 

Sin -T 7 -* 

u A 


iicrifHlisHien Th*’il tÜL'ses Austlnirks hat .lai’oiti*} als riiie 
tirui' riiix'lifm (nngHTilirt uiiil inil Z l»xzrirliiK'l. imlnm rr solzlo 
_ oo 

(13) Z\u) 


*iA' 


. nnu 

z, -Y 


Att f q . Tt/t , 7 * 

Ö7T jrr,. ^'"Y + r-b 


1 — 7' 

7’ 


A 


i V I ) 

welche die Stelle der Tran.scendenten .£(«1 vertritt und mit ihr, 
wie aus (12 folgt, durch die Itelatiou 

(14) A’(h) — u -t- Z [u 

verliiindeii ist. .Man hemerke zugleich die Formeln 


*) Kiindamcntu. § 17. 
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Z{o) — u\ Z{K) = ü. 

Z (« + 2A-) = Z («) 

Z{-u) = - Z (»). 

Führl man aurh in (8) die Grü»se E .stall C ein, inilem 
aus (10) 

r<dgt, so erbält inan 

(15) sin^amn = [K-E] - 8 ^ cos • 


Sechszehnter Abschnitt. 
Reilieuciitwickelung für die dritte Gattung. 


§ 61. 

Die ellipti.srlic Traiisreiidenlc der drillen Gatliiug ist nach 
Ja colli ’s Kezeirliimng § 20) 

M 

rr / \ sin am a cos am a d am a sin* am r< du 

n in, a) = / , rT-r-i T-J . 

' ' 1 — A'* sin* om « sin* fl« tt 

0 

Dnrrli zweimalige DüTerenlialioti derselben nach u wird man anl' 
sebon frfdier in lleiben entwickelte Ausdrücke gefübrt. Mau bat 
nömlicb 

aj7(«, «J k* sin fwi a cos am a ^ am a aia* am H 

' du l — Ä* »in* am « sin’ um « ’ 

und wenn man iiocli einmal dilTerentiirt, 

fP n (m, fl) A‘* sin am « cos awi a d am a 

du* (I — Ä* sin* flw fl sin* am i/)* 

. I (1 — k'^ sin* am a sin* am u) 2 sin am u cos am u d am u 

+ 2A* sin* am a sin* am u cos am u am 


— 2A* 


sin am a cos amu d am u sin am tt cos am u ^ am a 


1 — A:* sin* am n sin* am u 1 — A* sin* am a sin* amu * 
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iiml (lülirr ei'liäll man narli den Formeln 4) und 5) de» § 29 

(17) ^ sin nm (u + ") — {“ — <>)} 

. |sin am (ii + a) + sin am (u — o'i| 

= .JÄ'^ I sin* am {« + a) — sin* am (» — o)| , 

auf welrlien Ausdruck man .soj'leirh die Reihe (15) ainvtmdeii 
kann, indem man darin einmal « -|- a und dann u — a statt u 
setzt, beide Ausdrücke von einaniler abzieht und mit ^t* imdti- 
plicirt. Itadni'cli ersieht sich: 

iCn(u,a) /»A*^ "v" /, nn(u-a) 

“</«» - - {iäJ 4 ,-ir;^ V ' -/r-J 

Integrirt man jetzt zwischen den (Irenzen o uud u, weil, wie aus 
(16) hervorgehl, für u=o verschwindet, so erhält man: 


'LUllhJ^ ^ » 2 'V-JL - /sin - sin 

il" 2A 1_^*"\^ A kJ 




sin 


tma 

~ic’ 


und wenn man nochmals, wiederum zwischen den Grenzen u 
und II, integrirt , 


II 

,, ’XT' _.2L sin 

nna 

^ 1 - y*" 

nr 



( w «(« — «) 


OS 

An 

“.2rr?=’'" 

nnu 

~ir 


n »(« + n)\ 

A 7 


- 2 


n ( 1 — q *") 


sin 


nnu 

~/T 


sin 


nna 

~/T' 


ln die.-tem .Vnsdrucke ist <las erste Glied nach der durch die 
Gleichung (13) gegebenen llelinilion iler Fmiclnm X nicht.s an- 
deres als u X (a), folglich hat man auch 


Digili.!=d by Googlc 


Aliscliii. XVf. RnliRiieiitwir.kplun); für ilic drille Gattung. $ 61. 237 


(18) 


//{.;.«) = « Z(«) - 5 : 5L f,,)s 

«(I - y ") \ * 


WÄf«4-rt)\ 

- j 


= uZ{a}- 2 

-ir- <1(1— y^") A 


Sill 


Der vorige Ausdruck (18) lässt eine wichtige l'inwandliiiig 
zu, iiiiltelsl welcher // («, a) durch den Logarilhiiius eines un- 
endlichen Products ausgedrückt werden kann. 


KLs ist nämlich 
v" 


al.so 


l-y 


n , 3w , 5« , 

ü = '/ +v +v + 




V V** fV ** ^ * 

^ fos H.r = ^ cos nx -f- cos nx cos n.r -f . . . 


00 


(19) i cos nx = cos nx + 

-Ä n(l - y'*) n ^ 


^ ^ cos nx + ^ ''öS -|- . . . . 


Hierin kann man nun jedes einzelne Glied siimniiren. Bezeich- 
net nämlich A eine ungerade Zahl, so hat Jedes Glied der vori- 
gen Reihe die Form 


Setzt man aber 


so ist 



cos HX. 


COS NX = I (d 4* ^ )» 




oder, weil 

^ + 4^^ + i-’’ + .... = log(l-z) 

ist. 
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^ ros nx = — log (J — </'e’^) — ^ log (1 — q^e '*) 

= - i log [(i-?V"^) (1 -/Ö3 

= - 4 log {\-q\e‘^ + e-'*) +y‘") 

== — 4 log (1 — 2/ cos X + g^^}. 

Setzl man mm für A nach und nach alle nngcraden Zahlen, so 
erhält man aii.s (19) 

5 . ^ ■ cos nx — — 4 log (] — 2<| cos x + q^j 

"( 1 —? ) 

— 4 log (1 — 2<?’ cos X + 9 “) 

— 4 log (1 — 2y-’ cosa- + y'®) — 

= — 4 ^ log(l— 2g^*~*cosa:+.?^ 


4A— 2, 


00 , 

= — 4 log JÄJ^ (1—2? cosar + q 


4*— 2, 


Schreiht man also min für x einmal **nd dann ” — 

so ergieht sich aus (18) 

_ 2A— 1 n(u—a) 4A — 2 

00 1 — 2y cos — + q 

(20) 77(n.o) = «Z(«) + 4Iog^ ^ 2A-1 ,(„+«) - 4* -2' 

-*^1 1 —2q cos + q 


wobei hemerki zu werden verdient, dass Zähler und Nenner die- 
ses unendlirheii Products diesclhen Functioueu von res|». u n 
und M -F o sind, wie die Function von u, welche den geuiein- 
srhaniicheu Nenner der in unendliche Produc.le eutwickelleii 
Fuuclionen sin um u, ros am u. ^ am u hildet. (]S) § 54. 
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Siebzehnter Abschnitt. 

Die Jacobi’sclie Function. 


§ (! 2 . 

Wir sind nun .in dom I’imoto aiigokoininoii, wo wir diojo- 
iiigo KunoUnii oinffdimi köiinon, woiolio man narli Jarohi all- 
gomoin mit doin Kiiolislalioii & bozoicimot. und dio wir, woil die 
Einfidirnng dieser Fiinrtinn, durrli welrlio sieli säinmüirhe ellip- 
tisehe Kniirlionon aiisdrürken lassen, zu den wirliligsten l.oi- 
slungon Jarolti's ini ('lobiote der elliplisolion Fnnriionen geliürl, 
nadi Dirirhlol’s Vorschläge die Jae.obi’.srhe Function nen- 
nen wollen.*) 

Wir belraelilen, uni zu derselben zu gelangen, das (Voducl 
11 — 2? cos ^ + (I ) , 

1 

wi'lrlips sowolil {(«‘imnnsdiartlifliei) >i*‘nn(!r <lor Productr für 
sin am n, cos am u, A am u hiidet, als auch mit den Argiiinoiitcii 
u — a und u a in dein Ausdrucke (20j für Il{u,a) vorkoininl. 
Wir bezcidnieii dasselbe vorläiilig mit F [u), set/en daher 


*) In der OedHchtuissrcdc auf Jacobt (Crelle’s Jonrn. Kil. 52) «ngt 
Dirichlet: Bedenkt man, dafls die neue Function jetzt das ganze Gebiet 
der elUptischcii Transcciidenten heherr<icht, dass Jacobi aus ihren 
EigcnschaftcD wichtige Theoreme der höheren Arithmetik abgeleitet hat, 
und dass sie eine wesentliche Kollo in vielen Anwendungen spielt, von 
welchen hier nur die vermittelst dieser Transcendente gegebene Darstel- 
lung der Rotationsbewegung erwühnt werden mag, welelic eine von Ja* 
cobi*s letzten und schönsten Arbeiten ist, so wird man dieser Function 
die nilchste Stelle nach den längst in die Wissensc-Iiafl aufge^ommenen 
Klcmciitartraiisccndcnteii eiurUunicn müssen. Auffallender Weise hat 
eine so wichtige Function noch keinen atidcreti Namen, als den der 
Transcendente 0, nach der zufälligen Bezeichnung, mit der sie zuerst bei 
Jacobi erscheint; tijid die Mathematiker würden nur eine Pflicht der 
Dankbarkeit erfüllen, wenn sie sieb vereinigten, ihr Jacobi's Namen 
beizulegcn, um das Andenken des Mannes zu ehren, zu dessen schönsten 
Entdeckungen es gehört, dio innere Natur und hohe Bedeutung dieser 
Transcendente zuerst erkannt zu haben. 
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F{u) = ^ (1 - 2'/*"* <■"* T + 

1 

unil wollen es in eine nach ileii ü>siniis der Vielfachen von 
™ fortgehende Reihe entwickeln. Zu dem Ende suchen wir 
zuerst eine Relation zwischen F (u + liK ) und F (u) auf. Setzt 


man 
so ist 
also 

1—2? cos 4- ? =(j— ? e ) (1--? f 1. 


HU 

■Jk 


^ , 2i> — 2£x. 

2 COS Y = (« + ^ )’ 


folglich hat man 

( 1 ) 


/’(„) = (!-? e'^^) (1 - ?^'e'^“) (1 - ?V""'; 


/- ■ — y- -t ■— 2i.r, .. t — 2ix. 

(1 — ?e )ll — ?-*e. )( 1 «-?V ) _ 


Setzt man nun u + 2>A" statt u, so wird 

*(» + 2<ä') , *iA" 

a:, = 7*- - = ^ + -*■ 


2Ä 

2m:, = 2ia: — 


folglich 


2i>. 2^iT — 2ia?, I —2ir 

?’ 

Demnach wird 

F{u + 2fÄ ') = (1 - ?»e'*'^) (1 - ?“e"®) (1 -?’e’*'*) 


/w ^ '“~2w* V ^“2ij? \ 

(l--e )(!—?« ){1— ?’«• ) 


Es ist aber 


t — 2ia , 2ir, 

— e '1— ?e ), 


» 1 — 2ix 

1 e = 

V 

folglich hat mau auch: 

F t« + 2.A") = - (1 - ? e’'*“') (1 - ?'*e*“) (1 - ?"«'''“) .... 

(1 - ? ) (1 - ?=>«-*“) (1 - ?•>“■■*“) .... 

und daraus ergieht sich durch Vergleichung mit I) 
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F{u + HK') = — F[u) 

0(1 <*r 

niu 

(2) . . F{u-^‘HK') = — ~e ^F{u). 

.Nun setzen wir*) 

F (u) = -j- cos ^ -J- cos **“ -|- /<3 cos + 

und wollen verinittelsl der eben gernndenen |{cl:ition (2) die 
unbestiininlen Coeflicicnlen A bestimmen. Setzt imin wieder wie 
Torliin 

COS — = 4 (e -f e ), 

so ist 

(3) F {u) = ^„ + i A, < A, ■ A, .... 

+ h + 4 

Daraus folgt *' 

(4) — — F «) = — dl _ 4 

tf ? -<i ‘iq 

__ di _ 

2? 

A^ — ALc Am — fiix Am — 8ür 

2? iq ^ 2? * 

SeUen wir ferner in (3) m -|- 2»A' statt u, so gebt, wie wir 
gesehen ■ haben , e in 4' e und e in -j- e über, folg- 
lich ist 

F{u + HK ) =A, + + d>^' 

, A, — 2ür -4.x 

T Zy» T 2 yl * + 2 y« ^ +.... 

Da nun diese Reihe der Reihe (4) gleich sein imiss( so erhält 
man; 

2y ~ ^1 “ -^v 


*) JacobL Funilanientu § 02 ff. 

Uiirv|(«, «IliiJl. Functionen. 


16 
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■ 2 ., 2 

At ^ ./.j'' 
2'/ 2 


^3 = — 2y” A„ 
^, = + 29'«^,, 


imkI (Icinuach 

(5) — 2y'* + 9^*") = -^n(l— 2y 

1 

, , 1 2vii ... ,, Air« ||. 4 »m , 

+ 29' «'O!» 29' ros — + 29 ' OS ^ • V 


XU 

1( 


Itie in A„ iiiiilli|>li<'irli‘ Hcihc isl es mm, «elclie Jacobi als eine 
neue h'iinelion eiii|;ernliii inul inil ^ (u) be/.eU’linel lial, sodass 
die J a ro b i 'sehe Knnetion dniTli die folgende (■leirlinn^ defi- 
nii't isl: 


(lil 


/ \ , XU I .. , ixu 

& (u) — 1— 2'/ eos ^ + 29^ ros 


29’’ eos 




+ 29*-‘ (OS 


ir 


Darin sind die K.xponenlen von y die (Quadrate der nalnr- 
lieben Zablen, und daber ^ebört diese Iteilie zu den am sl.'irkslen 
eonver^irendi-n Heibeii. die es in der Malheinatik iiberban|il ^'iidil. 

Die Jaeobi'sebe Fnnriion ist [leriodiseb , denn sie bleibl im- 
verändert. «enn man 1/ + 2 A' stall 11 setzt, oder es isl 


© (m + 2A , = & (u). 


Sie Ist abei' mir eini'aeb |ieriodisch; vveim man das Arfnimeiil u 
um 2iA'’ vermidirl. so bleibl © niebl unverändert . vielmehr er- 
hält man ans (2 , da 


isl , 


A’ (n) = A„ © (11' 


Kf'// 


( 7 ) . . © 1« -b 2 'A 'i = — e * © (w). 

Für speeielle VVerIhe erhält man ans (ß; 

t © (o) = I - 29 + 29^ - 29" + 29'“ - .... 


(S) 


, ©(A) = H- 2 v -F 29' + 2 '/' + 29’« -F .... 

®(l) ^ ~ 2'/' + 2'/"‘ - 29"" + 29“* - .... 
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Wir schreiten iiiiii üiiiiärhst zur lleslimiiiiing des von u un- 
ahhÄiigigeu Coeflicieiileii Da derselbe jedenfalls von q ah- 

hängen wird, so setzen «ir ^ [q) und haben ilann 

{I —2q^^' ' cos = (p (q) &(ii). 

1 

Setzt man darin « = o und «•=—, so erhält inan 

X 

fl (1 V = 9>{?) ®(«) 

1 

Nun zeigen aber die (ileirhiingen (8) . dass 0 (o) in 0 ^ 

übergeht, wenn man darin q* statt q setzt. Haber bat man auch 
die (ileichiing; 


(1-/* V= 9>(v‘) ö 

und fnlglicb 


<p _ 

00 

H 

1 

, , ih -2 
1 +9 


1 

1 


OO 

TJ 

1 


11 

\ 

,, 8A-4. 

[l—q ) 1 


•Nun repräseiiliren 4A — 2 und 8A — 4 resp. die Zahlen: 

4A— 2.... 2, 6. 10. 14. 18. 22. 26. 30, 34. 38 

8A-4.... 4. 12. 20. 28, 36 

Fügt man diesen noch die Zahlen von der Form 8A hinzu, 

8A 8, 16, 24. 32. 

so erhellt, dass die drei Formen 4A — 2, 8A — 4. 8/» znsaminen- 
genoimnen alle geraden Zahlen enthalten. .Mulliplirirt inan also 

H/i 

den vorstehenden Hriich ini Zfihler und Nenner mit 1 — q , so 

wird man ini Nenner lauter Factoreii von der Form 1 — haben 
und erhält somit 

16* 
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t'i) _ 777 J — ? 
<p(v‘) “ I I , ih‘ 
1 1 — q 


Si'l/1 inan nun in ilitscr (iUürlning anrn iii-iie q^ stall q, uml 
l'älirt ilainit fort, so i'rliäll man successivt- 


<pjv‘) _ 

<P (9") 



1 — 


3-J/i • 

q 



V (.q'^i 

V ('/') 



, vm 
J— ? 

, 32/( 

1 —q 


_ nf 

<»>( 9 *“) ~ 11 


, 5I2A 
1 ~q_ 

12HA 

1—9 


.\un i'onviTgiii mit nailisi'iidcni ti /iir (imizi' Null, l'ulglirli 

] — q" zur Crriizr 1. Ausserdem ist aiirh, wie aus (5) her- 
viirgelil, <p (o) = 1. Selzt man daher obige Gleirliiingen bis ins 
rnendliebe fort und mulliplirirt sie sümmtlieb, so erhält man 


<P {</) 




rteinnarb ist mm vollständig 

0«) CT (1 -2,“-' CO. Ji + . 

/VH-»”, 

Setzt man darin « = « und u r= A', so erhält man die VVerthe 
von ö(o), ö (A‘) auch durch unendliche |‘riKhicte ausgedrückt. 
Nämlich zuerst ist 


& 


») = Ifd - ' f = y / (1 - 9 '^*"') (1 ~q\ 


oder weil 


ist, 



L-» 

1+9 


2A 


Digitized by Google 


Alisclin. XVII. Die J.'ii'(ihi’'.si.'hc Fiincllon. %Hi. 


245 


& («) = II 


, 2A-I, .. ■>/,. 

I (1— ? 


rfas heissl 


1+V 


UW /t 

&{u ^ J*l 1“X- 

' 1 +? 

Man erhäll ferner: 


= J [ (1 (1 +</*'■') (1 -r/-’*); 


seUt man darin 


so kommt 

0 A) = Jl 

•Nun ist aber 

//(.+.*! = // 


. . •** - 

1+/" ' = 

, 2*— t’ 

1 — 


(1 - ? ) (1 + 'J ) 1 — '/ ) 

, 2 /,— 1 ” 

1 —9 


1— z 

1-.-^ 


2A 


n 


•2h 


(1—2**) (I — l'''*"') 


also auch 




■2h f 


77 ,.-,“-',- 77 

1+2 


4A-2, 


/T— 

1+/* 


und wenn man z — anninimt. 

77 ,.-» 

daher erhält man 

oo , . 2A-t , •2h 

<") ■ • »w = 77 

' 1 — y 1 +y 

Diese für ® (o) und 0 (A'l sich ergehenden nnendliclien 
Producte haben wir aber § 54 (15) geschlossenen Ausdrücken 
gleich gefunden, nämlich 
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1 _ + ? 

1 -? 


2 / 1-1 


1 -g 

1+v 


2A 


2A 



folglich is( nun, wenn man zugleich die Formeln (8) berück- 
eichligt, 


( 12 ) 


S (o) = j/%- == 1 — 2y + 2?« - 29 » + 2?'» — . . . . 
Ö(A-) = j/'^ = 1 +2? + 29^ + 29» + 29'» + .... 


§ 63 . 

Fhe wir zur Darstellung der elli|)tischen Functionen durch 
die Jarubi'sche Function übergehen, wollen wir an einem Heiapielc 
auf den Zusammenhang die.ser Function mit der Zahlenlheoric 
aufmerksam machen. Dieser Zusammenhang cnLstehl dadurch, 
das.< man vermittelst der Jaeohi’schen Function zwei ganz von 
einander verschiedene lleihenentnickehingen einer und der- 
selben Grosse erhallen kann, und zwar Reihen, die auch nach 
den Potenzen einer und derselben (irösse forLschreiteu. Dadurch 
ergeben sich Beziehungen zwischen denjenigen ganzen Zahlen, 
welche die Exponenten der einen Reihe, und denjenigen ganzen 
Zahlen, die die Exponenten der anderen Reihe bilden. Diese 
Uetrachtnngsweise ist derjenigen analog, welche Euler in dem 
Abs<-hnitte: „Dr parlilione numrrorum" i\vr „Jnirodurlio in analysin 
infinitorum“ anwandle, um durch Vergleichung der Exponenten 
einer Reihe mit den Coefficienten derselben Sätze der höheren 
Arithmetik abzuleiten, eine Relrachlungsweise. die auch bei den 
ans der Theorie der elliptischen Fniielionen hervorgehenden 
Reihen anwendbar ist. 

Die Reihen, welche «ir hier im .Auge haben, sind haupt- 
sächlich die im § 40 der Fundamente gegebenen, von denen 

zwei, nämlich die für und für im § 5.5 als Muster 

abgeleitet worden sind. Wir wollen nun di.c letzte derselben 

benutzen, um durch Vergleichung mit der Reihe (12) für f/ 

den Salz zu beweisen, dass jede ganze Zahl die Summe 
von vier Quadraten ist. Da nämlich die Reihe (12) 
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= 1 + -2'/ + 2f/* + 2q'’ + 2y'» + 

(Jir UuadraU' (Icr iiatiirticlD^ii Zaiilcn zu ExpDiieiil«ii hat, ao wird 
dir vierlr 1‘oteiiz dieser Keiiit! aii.s lauter Gliedern heslelieii, 
hei denen jeder K\|ioiient die Suninie von vier (jiiadrat- 
zahlen ist. Wenn uian nun zeigen kann, da.ss die § 55 (30) ab- 
geleitete Heihe 


(13) 


(v)’='«[ 




4</‘ 

■ l-t-y 


j + 


alle ganzen Zahlen als Exponeulen eutlifdt, so folgt der zu be- 
weisende Satz von selbst. Man muss also die iu der vorstehen- 
den Reihe enthaltenen Brtirhe iu ihre Reihen auflöseii und in 
der dann entstehenden Reihe das Gesetz der Fortsrhreitung ei-- 
luitteln. Dies hat .laeobi in § 40 der Fundamente mit allen 
dort vorkonimendeii Reihen gelhau; die AusPfihrimg der Enl- 
wirkelung bei vorstehender Reihe mag wieder als Muster und 
zur Erläuterung der dort vorkniuuumden Relrarhtungen die- 
nen. 


Kutwiekell man iu (13) alle Rrürhe in Reiht ii, so erhält 


4.817 + ?'+ + + + • ■ 

\ / I 4- 2</’ — 2i/* + 2'/’ — 2v’ 


I 4- 2y • — 2</* + 2q^ 

+3v" -f 3?“ 

4-47' 

4- 

4- 6t/ 


2y’ 4- 

4-3y”+ . . . 
— 49 ' 4- . . . 


4-7-/ 

-l-S-/ 


+ . . . 


4-9y"4- . . . 

i'14) = 1 4- S ['/ -I- 3y^ 4- ly^ 4- 3-/' 4- öy' -f- 12y“ 4- 8-/ 
4- 3'/ 4- 13y“ 4- ■ . 


Es entsteht also eine Reibe, welelii' böehst wahr.srheiulirh sämmt- 
liehe l’tdenzen von y eiitbält. Da es aber der Fall sein könnte, 
dass vielleirhl bei irgend einer späteren l’otenz sieb die C.oefli- 
eienlen aullieben, sodass eine oder die andere l’oleiiz doeh in. der 
Reihe fehlen kotinle, so inüsseii wir das Gesetz der Reibe auf- 


Digitized by Google 



Altseliii. Wll. Die J«uolir$vlic Function. $ 63. 


248 
«■ 

n eil zum Beweuc iiiiHcres Satze» alles darauf aiikumint, 
iia(^izii\veiseii , dass in diu' Heilte (14) alle gatizeii Zahlen als 
Kxjtonenten vurkntnnien. 

Bezeiehnel den (ioefficienlen der Potenz g", so ist 

(Hy^ . + 

Ist nun zuerst n eine migeratle Zahl , so (ragen nur die (Glieder 

pn*' 

von der Form in denen p eheiifalls eine ungerade Zahl ist, 

zur Bildung des (ioeffleienteii hei. Es ist aber 


Pt’’ V 1 '^P 1 I 4p , 

, „ — P9 + P? + P? + />? + 

1 — g'' 


Soll daher eine der in dieser Reihe vorkonimenden Potenzen 
gleich q” sein, so. muss n ein Vielfaches von p, oder p ein 
lUvisor der Zahl n sein. Es werden daher nur diejenigen Glie- 

p 

der von der Form — zur Bildung von g" beitragen , bei 

1 — g'’ 

welchen die Zahl p ein Divisor der Zahl n ist, und zwar wird 
jede solche Zahl p ein und nur ein Glied von der Form pq^^ 
liefern, nämlich dasjenige, für welches Ip = n ist. Der Goef- 

fleient ist daher die Summe aller dt'rjenigen Zahlen p, welche 

Divisoren von n sind (1 und n seihst mitgerechnel). Bezeichnet 

man also mit gj (n) die Summe der Divisoren von n , so ist 


= 9>W- 

Ist zweitens n eine gerade Zahl, und zwar von der Form 2^’ 
wo p wiederum eine ungerade Zahl bezeichne, so können sowohl 

Ml 

Glieder von der Form — auch als Glieder von der Form 
(wo m ungerade) zur Bildung von beitragen. Nun 

ist aber 

oo 


.«•jI — 

I— g" *7^ 


m q 


,hm 


'im q * 

T+g» 




1 )* 2 »I q 


2hm . 
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Es muss daher iii dem einen Falle m so besrhafleii sein, dass 

A m = 2^. und in dem anderen Falle so, dass 2 hm = 2^p 
werden kann, was in beiden F'ällen nieht anders möglich ist, 

als wenn^m ein Divisor von p ist, weil m und 2^ relative Prim- 
zahlen sind: Für jeden Divisor m der Zahl p aber wird es eine 

Reihe von Gliedern geben, welche entwickelt die Potenz 
enthalten, nämlich nicht bloss die beiden oben angesdiriebenen 
Glieder, sondern auch alle Glieder von der Form 


1 + 

in welchen p den Ex]ionenlen X nicht ilbersteigt. Denn setzt 
man zur Abkürzung ^ = «, soda.ss n = 2^a m ist, so ist, weil 
man auch schreiben kann : 


n = 2^« m T- 2^ *« 2<n = 2^ '■*« 4>n • . . = 2«2^ = « 2^m, 


m ly"* 

M , 'im . 3m 

= m q + m q + m q .. 

. 2^ am . 

. , , + mq + . . » 

1 w 

m 1/^"* 

^ 2m 4m . ^ 6« 

= 2 m 9 — 2mq +2mq . 

„ 2'“'a2« , 

. . . . — 2mq -p.. 

1 + y-’" 

4 m q*- 

. 4m . 8wi , . 12m 

= 4mq — 4fnq ^4mq 

. 2^“’« 4m, 

. . . . — 4mg 

l + g*- 


„i-l„ 2^-'« -X-1 2.2 

‘"'m „X-1 2«2‘~'m 

1 -f 

== 2 mq — 2 mq 

... — 2 mq 

2'm/- 

„X 2 m „X 2. >*m 

„X tt 2^m 

... -P 2 mg — .. . 

1 + 

= 2 fn q — 2 fn q 


In der ersteu Reibe haben alle Glieder das -f- Zeichen, in 
den folgenden erhält die Potenz q" d. h. q^ das Minuszeichen, 
weil die Zahlen 2^~*«, 2^ 2« alle gerade Zahlen, 

also n ein gerades Vielfaches von resp. 2m, 4m, 8m, . . 2^~**m 
ist. In der letzten Reihe dagegen hat das betreffende Glied das 
+ Zeichen, weil « eine ungerade Zahl ist, also n ein iingera- 
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lies Vielfai hes von 2^m. Der Aiitlieil , ileii ein Faetor m von p 
zur Uiltlnn^' des (ioeriicieiiten iiefert, ist liieiiadi 

m — 2tn — 4m — 8m . . . — »2^ *m + 2^m 

= m (1 — 2 - 4 - S - 2* ” ‘ + 2^ 

Nun ist aber 

1 + 2 + 4 + 8 . . . . + 2^~‘^ 2^-1. 

also 

1 — 2 - 4 - 8 ... - 2^~ ‘ + 2^ = 1 - 2^ + 2 + 2^ 3. 

Demnach ist der .\ntlieil, den der Divisor m von p zur Itildiiiig 
von beiträgt, gleich 3 m. Nun tragen alle Divisoren m dazu 
bei, und nur diese folglich ist. wenn g> (p) ilie Summe der Di- 
visoren von p bedeutet 

= 3 9^ {p) . wenn « = 2^ 

Dadurch ist der Coenicieiit >4, für alle Fälle vollständig bestimmt, 
und da inan alle geraden Zahlen erhält , wenn niau die Formen 
2(2« — 1), 4(2« — J), 8 2« — 1), lüi2« — 1) u. s. w. für alle 
ganzzahligen Werthe von « von 1 bis oo bildet , so kann man 
die lleihe (14) .so .schreiben; 

(-)’=. 

1 

Hieraus erhellt mm , dass wirklich bei keiner l’otenz der vorlie- 
genden Heihe der tioellicient verschwindet, sondern dass diese 
Iteihe alle ganzen Potenzen von y enthält. .Nun folgt andrerseits 
aus (12) 

(16) . . (t) = [' + 2'/ + ‘V + 2'/" + 2c/>'‘ + . . . .]'• 

Demnach ist die vierte Potenz einer lleihe, deren Ex|ionenten 
die (Quadrate aller Zahlen sind, gleieh eiiM'r lleihe, die alle Zahlen 
als Kx|ioneiiteu enthält. Frliebt man aber die erslere lleihe auf 
die vierte Potenz . so entsteht eine lleihe, in welcher jedes Dlied 
das Product ans vier Gliedern der Heihe flfil ist , also die Form 

4- (JZ + y» _|. Ä2 
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hat, wobei «, ß, y, 6 irgend vier gleiche oder verscliicdeiie ganze 
Zahlen oder auch Null hedeiitcn. Jedes Glied der Reihe (15) 
muss also einem Gliede von voriger Form gleich sein; hedeulet 
also h irgend eine ganze Zahl, so ist 

A a’ -F |3» -f. + SK 


Achtzehnter Abschnitt. 

Darstellung der elliptischen Functionen durch die 
Jacobi’sche Function. 


§ 64 . 

Ks wurde schon im § 62 bemerkt , dass die Jacobi’sehc 
Function die Grundlage der elliplisciien Funcüonen bildet, in 
der Art, dass dieselben sich sänimilich «lurrh jene aiisdrücken 
lassen. Dieses soll imn im Folgemleii näher ansgeführt werden. 


Wir hatten § 61 (20) gefunden; 


77 (tt, n) -= II . Z (n) + 4 log a 
und dann § 62 (10) 


, „ 1h — 1 *1« — «) , aA— 2 

1—2? cos^^,-— '+? 

- 2A — I *(M+a) , 4A-2 

1 — 2? cns-!-^-+? 


7/(l — 2?'^* ‘cos 


K 


+ ? 


4A 


-0 


«(») 




Hieraus lliessl znnächsl ein Ausdruck der Transcendenle 77 durch 
(i n.ämlicli ; 

(1) .... 7/(ii,o) ^=»Z(o)+ ilog||^.^‘. 

Aus dieser Form gehl sogleich iler schon § 20 bewiesene Satz 
über die Vertausi'lning des Arguments mit dem Daranieter hei 
der elliptischen Transcendente der dritten Gailling wieder her- 
vor. Denn vertanschl man in der vorigen Formel u mit «. so 


Digitized by Google 


252 Abscliti.WHI. Unrslelluii!;iI.ell.Fiincl.iliircli (Uaoubi’sclieFunct. §64. 

*;rhält mau, ^v<ül, \^ir .sidi aus iliT Reihe (6) § 62 für & (u) 
uiimiUelbar ergieht , 

©( — m) = @(h) 
ist, 

&(u — «) = — k). 

und folglicli 

(2) . • n(ii, a) — II Z(a) = ri{a, k) — a Z{ii). 

Setzt mau darin iiorli u == A', so erliäll man , weil 

n(a,h] = n, Z{K)~n 
ist, 

/7(A', «) = KZ[a). 

Wir hatten, ferner (17) § 61 gefunden. 

~ 4 + “) — sin^a»i(K — a)]. 

Führt man darin die Funriion ^ statt des Sinus ein, indem 
A’sin’om i = 1 — ^amz 

ist, SU kommt 

^~du'"^ = — a) — J*nm{u + a)]. 

und wenn man vun o bis u integrirt. 


rt) 

du 


, M H 

— J J zp am [u — a) du — ^ j am (u + a] du. 


Nun ist aber 


folglirh 


J /P am zdz = £(t) und £ (— z) = — £(^), 

U » 

V 

^ A‘am (ii — «) du = £{u — «) + £{u), 

m 

t“ "f" ”) = £ (u ~h o) — £ (n). 


Demnach erhält man 


— = £(<i) + i£(u-a) - i£(u + a). 
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üdpi- wenn man die Relation (14) § 6U: 
f «) = I « + Z{u) 

benutzt , 

( 3 ^ • ■ -"a.r- == - 4 ^^“ + ")• 

liitegrirt man diese fileieliiing min nnelminls zwiselien o und i/, 
so ergiebt sirli 

« W 

//(«, «) = « . Z(a) + J y — «)d« — i J Z(h + a)du. 

Die Vergleielmiig dieses Ausdnirks mit <icr Formel (]} liefert 
nun aurli eine Reziehung zwiselien den Transceiidenteii Z und 9; 
iiämlieb zuiiäebst erhält man 


H W 

'"8 + “) ~ 
Setzt man aber darin « = u und bemerkt, dass * 

. H M et It 

l‘z{i< + «)r/M ^ l‘z{z)fh —J'z{t)dz 


(4) . . 
so folgt 


H tt -> a a 

l'z{u — a) du =J Z(z)dz —J‘z{z)dz. 
^ V 0 « 


0 

oder, wenn man wieder u statt 2u schreibt. 


(5) log = J’z{u)du. 

Hieraus lliesst zunnäciist die Formel, vermittelst welcher Jacob i 
im § 52 der Fundamente die Fiiiietion & eiiigeführt hat, näni- 
Heh 


*) Weil nilmlicli / (:) eine unge.rnile Knne.tion , also 


ist. 
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M 

ß 


Z (k) du 


&tu] 


&{o)e 


rorniT altfi' i^rliäll man (Iiiit)i niflereiiüatimi aiirli Z diirclt S 
aiisgcdrückl, nämlich 

Ziu) = 


du 


oder wenn man /.iir Aliknrznng 


selzl, 


'T = »■« 


Kehren wir min noch einmal zur Formel (3) znrfick und 
sflireihen in dem linken Theile derweiheu den ans der ni'spriing- 
lichen nefinilion der Transcendenlen TI i§ 20) folgenden Werth, 
so lautet dioaeihe so. 


= 2(o) + iZ{u - o) — i2(u + n). 


sin am uv.osama zJ am a 8in*//w u 
1 — k^aiu* ama Hiii’/nn u 

Verlanschl man darin b mit m, sit entsteht, wcilZ( — z) = — Ziz), 

A’*8in am n cos aiu u dam u a 


1 — a sin^o/n u 

Durch .Vildition beider erhält man also 


= Z(w)- 4Z(u — n)— \Z{u + fl). 


( 6 ) 


Z(«) + Z(fl) - Z{u + «) = 


k"^ sin lim u sin um a 


sin UM u eos um azJum f/^-sin um aewum u z3um u 
I — Ar*»in’n»i n »in*«m w 
= A*sin am u sin am a sin am (u + fl) , 


wiidnrch das .Addilionstheomn i'nr die zwi'ite (fattimg aufs neue 
ahgeleilel worden ist. Selzt man darin n = A’, so folgt, weil 
Z{K - n ist, 1% 00) 

(7) . . . Z I«) — Z{ii K) — k- sin am u sin am (ii + A'i. 


SchreihI man diese (lleichung, indem man — » statt ii einffihii, 
in folgender P'orni 

Z («) + Z (A’ — iij ~ A* sin am a sin am (A — «), 
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K 


s<» orgirl)l sic aiicli ticii Wcrtli viiii Z für il.ns Argmnrnt — , näm- 
luii, {la sin rt»i ^ !'•) 


also 




Wir licniitzcii alter die Gleichung (7) noch in anderer Weise. 
Sie lässt sich nänilirli aurh schreihen 


Z (m) — Z(u + A') = 


Ar* sin am u cos rnn a 


fl lo); zJ am u 


^ am u « 

Inlegrirl inan nun znisrhen n und u, und hennt/t die (ilei- 
rining (5J 

«(") 




ilu = log 


«t") 


aus welcher inil iterücksichligiing der ersten der Gleichungen (4) 
auch leicht die rolgende 




sich ergieht , so folgt 


IS - '"K 


oder 


e (» + K) 

0{K) 


= — log am u 


. ' 0(o) 0(1, + K) 


wodurch dann die Function am n durch die Jacobi'sche Func- 
tion ausgedrnckt isl . Den Werth des allein vom .Modul ahhängigen C.oef- 

ilrienlen erhält man leicht . wenn inan u = K setzt und 

0 (A } 

.sich erinnert, ilass &[2K) = &[a), A am K ■= k’ ist, nämlich 

^'A _ c/jT 
e(A> — 

was sich auch aus den Forineln .12) § 62 ergehen hätte. Mall 
hat also 


(8) 


A ,/T' ^ "A* A‘i 

^ am II — 1/ z- — ! ^ . 


' «w 
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Dassplbe ItcsuUal liätip man aiirh ans dein uiieiulliclipii l‘rn- 
ilm-l ahleiteii köiiiirii. Dcim t's «ar (10, § 62 


,, , . I # 2A ,, „ 2A — 1 nu , 4A — 2 

(9) S{u) = J£{l — q j (I — 2« Cüs^+V 

Setzt mail darin u + A' lur u, so erhält man 


CI / I rn f # 2A, ,, , „ 2A— 1 jtu . 4A — 2. 

@ {u + A) = J £ {1 — q j (1 + 2? _ ros^ + q 1, 

also 

1 -I- ^ j'iiti 

A' 


e(«+A) 

e(u) 


, , _ 2A — t »B , 4A — 2 

oc 1 + 2? ros + ? 




„ 2Ä 1 3TM , 4A — 2 

— 2v ros —r + q 


lind vergleicht man dies mit dem unendlirhcii Product für A um u, 
(18) § 54, so ergiebt sich sofort, wie oben, 


A am u 




§ 65 . 

Wir wollen nun auch in ähnlidier Wei.se ® (u + lA"') bil- 
den und sowohl das unendliche Product, als auch die uneiidli- 
rlie Reihe dafür ermitteln. Zuerst ist, wenn man 

n u 

Ta ^ 

setzt 


, « 2A— t „ 4A — 2 2A — 1, 2ir , — 2ir, , 4A — 2 

1 — 2y COS 2a: -p? =1 — j (« +e )+q 

2A— I 2te, „ 2A— I —iix 

={1-9 e )(l-9 f j. 

Setzt man nun darin u -p lA' statt u und bezeichnet 
mit a-,, so ist 


10) . . ic, = a: -p 


» I K' 
2A 


; 2ia:, 



2 ix, 



Deiniiach wird 


. „ 2A — I „ , 4A--2 , 2A 2i> , 2A— 2 — 2i> 

1—29 ros 2 a-, -p 9 (1 — y c ^(1 — 9 e ), 


also 
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oc 


(1 — ‘2g^‘ ' rus 2a-, + g^'‘ 


(1 


A ■Jix, 


•itr, . 2A — 2ix, 

{1 —g e ) 


= (!-'■ '“j /?(i - g^'" ^ 

1 

== (1 — f (1 — 2g^‘ ros 2a- + 


Frrnrr ist abrr ; 

— ‘2’or 

U — ‘ 

aUo 
cx 


(1 — e ) = ^ (#* — e ) = 2»<* sin ar, 

77 (1 — 2<r'^* ~ ' ros 2a , + g^^ ~ *) 

l 

OC 

= 2i'r sin a- 77u — 2^’*ros 2a: + 
Drmnarli Iblgl nun ans (9) 


1 ) 


»(« + iA") 

- oo 

7*/^(i-,**) 

1 

imd rol)(lirb 

#) («+ lA"’) 
ö(u) 


n ■ *?( , . _ 2A Wtt . 4A' 

--- 2»r sin (1 — 2y rus — + y ; 


„ . -2A . 

= 2 ir sin 


. - *2A ÄM , 4A 

30 1 2g cos -r; + O 

5^ T r ’ A ' ^ 

2A_/_^ *2A- — 1 JTu . 4A — 2 

1 1 — 2 cos -jT. + V 


Dieses ist aber das nnendlirbe Prodiirl, welcbes (nach (18) 
§ 54) sin am ii darslellt. Deinnarb erhält man 


oder 

( 12 ) 


Q(«+iA") _ .Vk ' 


ictu 

2Ä 


sin am n 


. sin am u 


^ niu 

VJ 2Ä e(«+iA(^) 

iVk" «(«)■■ 


Also ist auch sin am u , freilirb vorerst nnrb in imaginärer Form, 
diirrb die Jacobi’srhe Function dargestelh. 

riurt'ifc, pllijil. Fuofllonen. J7 
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lim mm :m<ii «Miie i ppII« Form daffir zu eiiiallen. pnlwirkeln 
wir auch tlie IleiliP für d (h + lA''). Ks ist ( ( 6 ) § 62 ) 

@(m) = 1+2 1 )" v” <■“» 2 n.r 

I 

mid dahiM* 

oc 

0 ( 1 / + >A'') = 1 + 2 ^(— 1 )" ?"* nts 2 na;,. 

1 

Nun ist aber 

„ . , — 2n/a'| 

2 COS inXf =3 e ' + c 

n ‘2nia' . 1 -~2ni.r , i*e\\\ 

= q e (wegen ( 10 )). 


nemnacli prliäll man: 

, / 2 /x . 1 — , 1/2 4 i-> , l — 4 ix, 

0 (h + lA' ) = 1 — ? (p/c + -7 '■ ) + »(?« + 7 « ) 

9 , H (k'.r , l — fii . , 

— q{ge )+ . . . 


= 1 


2 2i\r , ft 4h' 12 6r.r , 

q (• +q e — q e + 


— 2ia: , 2 — 4ur 

— e +9 P 


t! — 0 t> , 
q e + . . . 


MuUi|ilirirl imil dividirt man aber die.se Reilie mit e^, so 
erbrdt man 

. ■w', — 'XI ix 2 :<i.r n üij- 12 7ia- . 

0 («+iA )=e (p —qe + 9 « —9 p + 

— 1 > , 2 — 3r> tt — 5f.r 12 — 7Lr » 

— e +q e —qe +q e 

= 2iP~'‘' { sin a: — 9'^ si n 3 a: + 9" sin 5.r — 9* ^ .sin 7a- + ... } 

= 2iP ‘''{siiia- — y'q'* sin 3a: + p g'ii gj,, 

— p'q*'’ sin 7.T + . . . 

also wenn man mm noeb mit f^'q mulli|ilirirt und dividirt, 

— ix 

0(« + iA'') = j- _ {) 9 sin X — /V sin 3a- + ^'9'“ sin 5a- 
V</ 


oder 


— p'q*'> sin 7a: + . . . } 
0 (m+iA") = siu.J"— // 9 "siii|’^"+// 9 »sin-^^--.^ 


niu 

■ Tk 
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Hieraus geht nun hervor, dass 

asm 

8(u + iA'j 2A 

I 

eine reelle (irösse ist. Die vorstehende lleihc hat Jaeobi als 
eine neue Funetioti eingerührt, die er mit H\u) bezeichnet, in- 
fhmi er setzt •) 

(1.3) H{ti] = i\yg sin s«'i . . . . J- 

niese lleihe convergirt elienfalls sehr .stark, da die Exponenten 
von q unter dem Wurzelzeichen die Quadrate der ungeraden 
Zahlen sind. Nach dem Vorigen hängen die Functionen H und 
® durch die (Gleichung 

xin 

i/ Q e 

(14) . . . H + ,A") 


zusaimneu. Ffdirl man dies nun in die Gleichung (12) ein, so 
ergiebt sich 

(15) . . . sm«».«=// ^ 

•Viis (11) aber crh.ält man H{ii) in ein unendliches Product ent- 
wickelt, mäudich 

(16) H{u) = 2i/q (1 — <?^*)s'".^ (1— 2<?‘*cos q‘*\ 

l 

Selzl inan hün'iii omtlich « + A' für m, so erhält man 
* 

(17) H{u-{-A'j — 2yq (1 — q^'') cos^' + q'’*). 

1 

Hierin ist aber das unendliche l’roduct der Zähler der Entwicke- 
lung für cos am u ((18) § 54). Da nun folgt: 

00 , , n 2 A I 

»w « M 

.so ergiebt sich 

(18) . . cos am 


JT« , 4A — 2 ’ 
+9 


7 /*' H( «+A) . 

" ~ y k ®( k ) 


*) Fundainciita. § CI. C3. 


17* 
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In eiiip Keihe cnlwickplt i'rgiplil sich aus (13) 

(19) . H (u +;A ) 2 {^''9 ros ^ + pV' 3.£! 

+ + • ••}■ 
ni 

Endlirli foljjl aus (14), »pII c* = i ist, 

niu 

(20) . . H {u + A') = yq & (h + A' + lA '). 

Hiedurch ist nun crwies*‘n , dass auch sin am u , cos am u 

und ^ am II allein von der Jacohi'schcn Function ahhängen, in- 
dem ihre Zähler Jacohi'sche Fnnclioiicn mit den .Vrgumenteu 
II -F lA ', II -F A' -F lA ' und ii -F A' sinil. .\l.sdaim erhält man 
eine neue Heihenenbvickehiiig für die elliptischen Functionen in 
Form von Brüchen, deren Zähler und Nenner sehr stark conver- 
girende Reihen sind. Nämlich es ist nun 


( 21 ) 


W l H (u) 

y k 0(a) 

4 / — . mt i ~z • .» nii , . _ KU . 

2^1 2A- - >' 'I '* 2Ä- + y ’ ^2Ä- + 


1 - 


■ 2q ros -F 29' ros 2 


29'* cos 3^ + 


,/*' H(i,+ A) 

cos am « - 

^ yq ros ,*j“ -F p q" COS i”“ -F y>y^ COS 5^! -F 


'■/l 


2A 


1 — 29 cos ^ -F 29' ros 2p — 29* 3p -F 


^ am u — Yk' 


, «f«-FA > 


Ö(«) 


= FF 


1-F29 cos p -F 29' CO.S 2p -F 29* cos 3p + . 
1 — 29 cos p -F 29' cos 2 — 29* ros 3 p + . 

Durch die Jacohi’sche Function allein ansgedrückt aber hat man 

4 niu 

Sin am u = 7-^ — 

iVk © («) 

,~i ^ niu 

cos am II = VrYÖ e-^ ^ 
r kf' 9 e 

M ’t/T» ^ (" 4" Ä*) 

^ am u = 1/k — 

^ « {u) 
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Es war IV^ln■l• (S. 251( 

Z!„\ _ «'<") 

iiikI aus der Reihe f6) § 62 für die Jaeuhi'srhe Fimclion erhall 
man diireh Llin'eremiaü*)ii 


aCi* / \ f I • mu . r» II • I 

» (“) Ä- — 2'/' Sill + 3y' sin } ; 


. 'Amt 


ftdgUdi isl 


5 TM o i • „ n . ’\nn 

•>* A' “ 2v* SUI + 37 * Sill -t: 

Z (m) = " 

* . ax I A n 


I — 2'/ cos -^ + 2'/' ros 2y" co.s ■ 

Endlich crgiehl sich ans iler «ilciehung (1) § 64 

II (». «) = „Z {u, + 4 log 
für die dritte lialtiiiig die Reihe 

’l-2ycos"-'-p-' + 2-/'c.« 




Il{u,a] = uZm) + 4 Ing 


in Ä I « + «) i 11 I 

1 — 2'/ COS - i + 2'/' cos 


2 w ( II -f" " ) 
K 


•\us der Reihe (13) für H (u; folgt niiniillelhar 
H («) = o, H {— k) = — H (m), II [u + 4A ) = U [u] 

// (1/ + 2A ) = ~ H («), 

sodass H mit dem Index 4A' periodisch isl. Ferner folgt ans (18) 

H{K) = /I ®(o): 
es war aller ((12) § 62) 

Ö (o) = j/--^ ; 

niithiii erhält man mit Uerncksidiligniig d^$ ans der Reihe (13) 
für II[u) f(dgenden Werlhes von Il[k') 

II, K) = 2 + Fr' + + ....}. 

lla endlich auch ((121 § 621 


isl, so folul 


/■ i/ ’A 

Ö,A = // ^ 


Fr 


HiA) 

»(Ar 


n- - 


«(e) 
«(Al • 
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oder 

i/r_ V 7 + 

F* — ^ 1 + 2^ + 2,/ + V + ->./'» + . . . 

1/Z‘ — L- -1 + '-V‘ - ‘V + V*- •.-• 

F * 1 + 2y + 2/ + 2v” + 2y'« + . . . ' 

wodurch k luid A' uiiliiillcibar au.s (j hcrochlicl werden köiiiieii. 


§ ««• 


Wir müssen zum Sclilus.<e dieser i)elrachtnn};en noch einer 
nierkw'ürdi^'en Formel Ki'wähmnij' Ihiin, welche eine Art von 
Kreisliiur in iler Theorie der elliplischen Fiincüoneii enihäll, ver- 
möge dessen man von »crscliiedenen Seiten her zu allen Theilen 
der Theorie gelangen kann. 

Wir sind in den Irnhereu üntersuchungen nach und nach 
zu folgenden Kelalioncn gelangt 


M 




am n du 


J am u = 

Daraus ergiebt sich siiccessive 


» (w) • 


E(u) ^ 


Z[u] 


o 

J l - A- " 


22) . 0(») = 0(o)c. 
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lli«sti-s ist illv olx-ii iTwähiiti; Kornn'l; sie zeigt, ilass iiuiii, von 
der Jaeobi'sriieii Kuiietiuii &{ii) ausgelieiid, durrli eine iiiä.ssige 
Anzald anairtisriier Operalioiien wicderuin aid dieselbe Kiiiirtion 

ziiriirkkoinmt : sie zeigt ferner, wie man von dem üriidie 

" W (kJ 

ans, weleber die Knnrtion z/ am u darslelll. zur Jaecdti’sclien Func- 
tion, also zu dem Zähler und Nenner dieses Hruclies gelangt. 
Kelirt man endlich diese Formel um, so ergieht sich anrli eine 
.\ndeutung des Weges, wie mau von der Jacohi'scben Function 
aus zu den einra<'hen elli|itisciien Fimclionen kommen kann. Aus 
(22) folgt nändicli 


also 

und 


SS- 

0 0 

*•' (-« 5- ) = " = A- + - L ~ • 


k' sin* am « = 1 — — 


A rf* log ^?(k) 


du* 


Setzt man darin, um auch die l'.onstanlen durch die .lacobi'sche 
Funclion auszndrücken, n — o, so ergieht sich 
E 


1 - 


also 


[ r/* lojf f? («)"1 

~ ” Jo' 

A*sin*«m» _ 

. L Jo 


f/' log O (k) 
rfid ’ 


Ffdirt man darin die Fnnclimi Z ein , indem mati zur Ab- 
kürzung setzt 

d log a (k) _ _ 2” („) 

du ' ' ’ * du* du ' * 

so kann man die vorige riieichimg auch so schreiben 
A* sin* am n = Z' (o) — Z' )m). 


Wh' wollen uns hier mit dieser Andeutung begnügen ; die 
weitere .AiLsführung des fledankens. die Theorie der elli|itischcn 
Functionen von dtT lleihe, widche die Jacobi’sche Function dar- 
stellt, aus zu entwickeln, wie es .lacobi in seinen Vorlesungen 
zu Ihun idlegle, würde weit idier die (Grenzen diesei- Schrift hin- 
aiisführcn. Feber die Natur der Jarobi'schen Funclion möge aber 
noch das hinzngefügl werden, dass dii'selbe eigentlich eine II e ihe 
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von Ex|iniii>nlial^'röss(’M inil i|iiadralisrlien Ex|iuneii- 
len ist. Bildet man iiändicli die folgende Iteihe 

— 30 

in welrlier n und c als ennslanl, t aber als veriinderlieli belraeh- 
tet wird, lind sel/t darin 

e = A, e = q, z — ur, ’ 

SU verwaiideit sie sieh in 

30 30 

Aq \c -f- e ) = 2Aq cos hx, 

41 It 

wobei von dem h = o enisprerbendeii (lliede nur die Ifiilfte zu 
iieliinen ist. Sie gehl daiier iinmiKelbar in die Jarnbi'srlie Fiinrtioii 

0 (m) z= 1 — 2'/ ros ~ 4- 2v* ros ^ — 2'/ ' ros + . . . 

nbcr, wenn man x — und A — { — 1 )* setzt. 


Neunzehnter Abschnitt/ 

Uebcr die elliptischen Transcendenlen der dritten Gattung;. 


§ « 7 . 

Wir gehen null zu einer geiiHiiereii llelrarliliing der ellipti- 
srhen Transrendenlen der dritten ^•altllng, nainentlirh zur l'nter. 
snriinng der versrbiedeiien, bei ihr zu untersrbeidenden Fälle iiber. 

Das elli|itisrbe Integral der dritten liattiing balle narb l,e- 
gendre die Form 

T 

/* _A'P 

,/ ( I + " ’P) ’ 
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und wir haben § 20 gesellen, dass cs mit der Jacuhi'schen Trans- 
ra;ndentrn 12 in der Uezieluing 


J 


fi<p 


(1 -f-« «in* qp) Jff 


, tif am a rt I \ 

- = « -f -'i n (m, a) 

' J am Q ' ' 


slelil, \>cuii 


\'7 = " 


und « = — A* sin’ am a 


gesetzt wird. Die Gi'nese n konnte sowohl reell als auch imagi- 
när sein. Wir behandeln mm zimäehst den Kall eines reellen n ; 
dann erhelll, dass der I’ui'aineter a mir dann reell aiislällt, wenn 
« ein negativer eehter Ih iieh ist, der zwisrheii o mul — A’ liegt. 
Kerner ent,s|irechen einander t'olgende Intervalle: 


sin am a zwischen 0 und 1, n zwischen o und 
1 

k • 

1 


sin am a 


1 


Sin am a 


oo, ;i 


A’ 

- A’ „ - 1 

— 1 — oo 


sin am a rein imaginär. 


n positiv. 


Nun wächst aber a von 0 bis A', wenn sin am a von 0 bis 
1 ziiniinint. Wird sin am a grösser als 1 , so zeigen die Kor- 
mclu (§ 10) 


sin am [tu 


+ A') = ' rrr = -J- ^ am (K' — u, k') , 

' d mn {II, k ) k ' ' 

sin um (lA'' A') = , 


dass a in die Komi tu -J- A' übergeht, in welcher ii von 0 bis 
A'' wächst, während sin um a von 1 bis ziinimint. Wird nun 
sin am a iioeh grösser als -l- , so zeigen die Kornieln 

sin am (A' -t- iA'') = , sin um (ii 4- lA '; = : — , 

' ‘ ' k ' ' ' k sin amu 

sin am iK' = oo. 


dass mm a in die Koriii u -K iH' übergeht, in welcher w von K 

bis 0 ahninnnt, während sin am n von 4- bis ec wächst. Also 

k 

hat inan lolgcnde entsprechende Intervalle : 
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>iii ruN a zwiM’lieii 0 und 1 ; a ZHÜ>dicn 0 und K 

sin «m « „ 1 „ a „ K ' „ A' + »A'' 

siu am a „ -J „ oo; a „ A' + iA"' lA '. 

Wenn endlich siu am u rein nuagiiiär ist, so uimiiil wegen der 
Formel 

sin am (iu, k) = i tg am («, k'] 

a die Form im au. Ilieraiis gelil mm hervor, dass man fiir die 
verscliiedeneii Intervalle, in denen n liegen kann, folgende Werlhe 
für n zu setzen hat . 


1) « zwi.sehen 0 und — k‘‘; 

2) M - A’ „ - 1 ; 

3) » „ — 1 „ — 3c ; 

4) n „ + 00 „ 0; 


n = — k- sin* am a 
M = — A* sin* am [ia + A') 
« = — A* sin* am [u + lA"') 
« = — A* sin* am ia. 


wobei daun a in allen vier Ffdien reell ist. Legendre*) hat 
gezeigt, dass man die beiden letzten Fälle auf die beiden ersten 
reduciren kann. Wir kommen darauf unten zurück, zuvor aber 
wollen wir die in allen vier F.älleii dienlichen Formeln zur Ver- 
wandlung der Legendre’schen Form in die Jacobi sche zusamiiien- 
slelliMi. Fs koniml dabei nur auf die Werthe des Ausdrucks 

tg rtw « „,.„n an tlie Stelle von a die Argumente ia + A', a -F Hl' 

aJ am a 

und in tivitni. I»a mau iin< li *lrii Forimdn des § 8 und 

10 hat 

tp am A') d am k ) 

am A') »in am f/i, k ) cos am 

tp am in + iK') tg mn a 

J am («-f-iA**) J am a 

tp am in . Hin am (n, k') cos am (a^ Ar') 

^ am ia tJ am («, k ) * 


SU erhält man folgende Itednctiunsruniieln : 

l) « zwischen 0 und — n = — sin^ am n 


J 


r/qc 

1.1 +« sin* if) Jqi 


>1 + 


ip (tm a 
d am a 


n (m, a) 


*) Legcnilrc. l-xerciie» I. pag. 08 ff. Traite 1. Cbap. XV, 
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2 ) » zwischen — Ar* and — 1 ; « = — A* sin* am {ia + K) 

1 

/ dip dnm(a,k’) 

,1 r — = “ + r>r^ ? — ? — " («,«a+A ) 

(It k'innam(a,k )cosmn(a,k ) ' ' ' 

0 

3 ) « zwischen — 1 iiml — c»; n = — A* sin* am (o + lÄ’') 


J 


dw iS fffn a rt / • • r.'K 

. 1 — r-T- = W , n («, a + lA ) 

Bin* (p) u am a ' 


4 ) n {jositiv ; n = — sin* am ia 

dtp 


/ dtp , Bin am(fiyk ) coB mH(a,k ) . „ / • \ 

.1 I • = u -) — 777 I n (m. ta), 

( 1 n sm* qp) ^9) ' ^ am (ti, k ) ' ' 

0 

wobei in allen Fällen J = u gesetzt ist. 


Wir hchandeln nun noch den Kall, dass die rii-bssc n selbst 
imaginär ist, und werden zeigen, dass man dann dieselbe auf die 
Form — A* sin* om (a + ib) bringen kann, wo a und b reell 
sind.*) Es sei 

n = /> + '<? 


eine beliebige eoinplexe Grösse; man setze 

— (P + '9) = ^ ’ sin* am [a + ib], 

also auch 

— [p — iq) = A* sin* am (a — ib). 


dann folgt zunächst 

A* + (/< + ij) = A* cos* am (o 4 ; ib) 
!+(/) + iq) = dp am (a + ib).' 
Setzt man nun ferner 


— P — '9 = p’ (cos 2 b + i sin 2 b) ■ ■ ' 

A* + p + iq == p'* ((ros 2 b" + i sin 2 ®') 

1 + p + »■(? -- p”* (cos 2®" + i sin 2b"). 

so kann man p, p', p", b, b', b" ans den gegebenen Grossen A. p, q 
bestimmen. Alsdann ist 


*) V^l. Kichclot. DArstellun^ einer boUebifren geprebenen OrövHe 
durch sin am k). CrcllcU Jourti. Bd. 45. 
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k .'iiii am (n + ib] = Q (ros S + r sin 5) 

k cos am (o + ib) = ff (ros 9" • sin 9 ) 

am {a + == q" 9 + ' *•" ^ ' 

A sin am {a — i*) = p (cos 9 — i sin 9j, 

A ros om {« — ib) = p’ (ros 9 — i sin ff), 

zl am a — ib) = p" (ros 9" — » sin ff'}. 

Da iHiii 

2(1 = (o + i&) + (a — ib) 

2bi = (n + ib) — (n — ib) 

isl, so t:rh.ill man nach (kn Kumlainrnlalfornicln 27 . 

H)ii /u/i u V.08 fJrn V um -+* sin ffim » c<»8 nm u ^ um u 


sin am iu + t>) == 


cos am !u + ei = 


l — Ar’ sio’ lim ii sin* um n 
cos um II cos am i? ^ sin um u sin am a J am it J am v 
1 — A-’ sin’ am n sin* am i* 


sin am 2a = 


9 g'g" cos (4— 9’ — ff") + I sin(4 — 9'— 4") 


A’ 


1 - 


A* 


gg'g" cos (— 9 + 9'+9‘ J + i sin - 9 + 9J-9_J 

H ^ _ p. 

^ Ä’ 


also 


• o '9 p' e" cos ( 9 — 9' — 9" I 
sin am 2a = ~ ’ 

lind auf dieselbe Weise 

, . 'Zig g' g" sin (9 — 9' — ff ) 

Ä’_p' 


sin am 2bi = 


ros a»t 2<» = 


ros am 2bi 


9' 

A* 


1 — 


e_^ 

A» 


lieiiinacli 


~ A»-e* 

p'*-|-eV* 

A’ - g' ■ 


SeUt man aber 


lg am 2a — '«* (« — 9” — ff') 

tgsrm 2hi = '‘•'i 9-9'- ff'). 


= Ig-a. 
P 


so ist 


2p P P 


'K 2«. p^p?p-r = »■'» 2«. 
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also, wenn man sieh eiinnerl, da.'ss S) 

U; nm Ibi = i sin am ^26, k'j 
isl, 

tg am 2« = tg 2« eos (9 — 9' — 9") 
sin am (26, A’i = sin 2k sin (9 — 9” — 9"), 
nodurrh a und b gegel>eii sind. 


§ « 8 . 

Zur Eriedigung ailer im vorigen § anfgeslcllten Fälle be- 
dürren wir jetzt der Kennlniss der Kimelionen E, Z und 6# für 
imaginäre Argumente. Ehe wir aber zur Ermiltulung derselben 
ül)ergelien, haben wir zuvor einen wirbligen Satz abzuleiten, der 
von den vollständigen Integralen der ersten und zweiten (iattung 
gilt und von Eegendre lierrnlii't. Kezeicbnen näinlieh A' und A’' 
die vollständigen Integrale dt‘r ersten Gallnng mit den Moduln k 
und k', ferner E und K' die vollständigen Integrale der zweiten 
Gattung mit denselben Moduln, so hat Legendre *) bewiesen, dass 

(A) K'E + KE' — KK' = |- 

ist. 

Wir betraebten K und E als Fnnrtionen von A- und suehen 
zunächst ihre l)iflerential(|uotienten nach A- auf. Dazu sei der 
Kürze wegen 

A' = c, k"^ = c 

gesetzt, sodass auch c -f- e = I ist. Dann ist auch 



Man bemerke zugleich, dass, wenn f [c) eine beliebige Function 
von e Ist, man aurli 

dfle) _ dfje) 

de de 

hat. Endlicli merke man auch gleich die Formel 


^un isl 


*) Ijcpenilrc. Exerriccs du cnleid iiit.'wnd. I. pag. (il ff., nnJ 
Traiti de« fonctions rlli|>tii|iics. I. Cliap. XII. .XIII. 


Digitized by Google 


270 Abscliii. XIX. l'pber <1. ellipl. Transrcnilcnli-n der 3teii Galltinp. % 68. 


^ yl—e siii* <p ^ ^ 

tf 

J 


E = I yi — c sii)’^ (p (Up 

s' 


^tp dtp. 


und analog 


A" = 

Daraus folgt 


‘ ^ - c sin> 


dtp. 


? i 

dK , i»ivf(fdq)_ riE , 

de *t/ J’v ’ de Jq> 

(I II 

Um diese Integrale durch E und E auszudrücken, setze man im 
ersten 


so erhSit inan 


dK 

de 


Nun fanden >vir § 22 (54) 


. « 1 — 
sin» (p = 


_ I ('df 1 j dtp 


J 


'dtp A’siuijp cosij) £|(<|P) 

Zptp *■’ Jtp * ’ 


Demnach ergieht sich 


und dann 
( 1 ) • • 


fi 


dK 

de 

dE 


dtp E 

2cc 'ic 


Der Ausdruck für , ercicbl sich unmiflolbar aus der § 18 
de 

(36) gefundenen Formel 


V 

/ sin*<)p_d9 /’ (<p) — A'i(y) 

—J,p • — *«■' ’ 
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näiiilirh 

(2) . 


^ 

de 2c 


Aus (I) lind (2) ergiidit sich noch 
. ri( K-E) _ _ß 

de 2c" 

Mau kann nun aus (l) iiml (2) zwei niirprontialglciclmngen her- 
slidlpii , von ludclifii die eine nur K, die andere nur R eniliäll. 
indem man nänilieli beide aufs Neue narb e difTerentiirt und dann 
einmal E, das andere Mal K eliminirt. üiircb Din'ereiiüation von 
(1) folgt 

SK I_ _ c’— c j. _ 1 rfA' . *■ 

rfc* 2cc' de 'iSc * ^ ‘Ic de 2c’’ 


und wenn man darin die Werlbe von und ^ substitiiirl und 

de de, 

reducirl 


SK 2c’ — c e'—c j, 

le* l. ’c' " “ 2t’<’» 


Um nun hieraus E zu eliuiiniren, zieht man aus (1) 

c’ — c dK e ' — c „ c' — c 

ee' de 2c’ c'* 2c’c^ ’ 


lind addii't inan dies zm- vorigen Gleirliung, so ergiebt sieb 


oder 

(4) . . 




dK A 

de 4cc 


4-^0' ^ + 4(c'-e) 


A- = 0. 


Dieses ist eine lineare homogene Difrerentiaiglciehnug zweiter Ord- 
nung, welrber A' als Fiiiictioii von c genügen muss. Denkt man 
an die Stelle von A’ irgend einen anderen Burhslaben gesetzt, 
z. H. X, so ist aLso x ~ K eine Lösung dieser Diflerentialglci- 
chiing, aber nur eine partienläre, weil sie keine wiilknrliebe 
Gonstanle entbält. Nun ist aber leiebt zu zeigen, dass auch 
X = K' eine partiriiläre Lösung der nämlichen Glcicluing ist, 
d. h. dass A ’ ebeniälls der Gleichung (4 genügt. Da nämlich A"' 
dieselbe Function von c ist, wie A' von r. so wird die Gleichung 
(4) ilire Gültigkeit nicht verlieren, wenn man c mit c und zu- 
gleich A' mit A"' vertauscht. Denmaeli hat man auch die Glei- 
chung 

4« ^-4(c-c) - A = 0. 
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Nim ist aber, wie oben liemerkt. wegen ’r- — — 1 

äc 


dK' 

de 

rolglieh ist aiieli 

( 5 ) ... . 


dK‘ 

ftr. 


mul 


rf»A" 

de» 


= + 


rf»A" 

rfr»’ 


. , rf*A' , , dK' , 


d. Ii. es genügt aiieh K' rier [lin'erenlialgleielmiig (4). Pa mm 
diese liiiear und luiinogen ist, so liissl .sidi aiirb die vollständige 
Lösung allgeben, nänilieli. bezeirbnen a und b zwei willkürlielie 
Lonslanlen, .so ist 

X = ah’ + bK' 

die vollständige Lfisi...g der PÜTi'rentialgleuluiiig 


■ * a. , Mt* \ dx . 

■l'’'’ + 4 (r - r) — a- = 0. 

Ebenso lässt sieb aiieli eine Piirerentialgleirlmng für E aiif- 
stellen und volLständig iiitegrireii, was liier, obgleieb es zu unse- 
rem eigentliclieii Zwecke iiiclit uolbw endig wäre, gleich mit an- 
gescblossen werden möge. 

Purrli DilTereiiliatinn der rileicliung (2 ergiebt sicii 
tPE _ _ Ä— A _L^ d(F. — K) 

»/(•» 2r> "*■ 2r de 

und durch Substitution des VVertbes (3) von und He- 

' de 

diicUun 

_ A' _ 

rfc* 2r* 4r*f^ 


Addirt man hiezu die ans (2) fliessende Gleichung 
dA _ JL 

c de 2r^ 2c * ' 

SO folgt 

^a; 2 . ^ 

rfr* ' r de 4cc ' 

Oller 

, f fP K , , . dE , MM .. 

4cc -rj + 4c 1- .1? =; 0. 

rfr’ de 

Pieses ist die Pitferenlialgleirlmng. von welcher y = E eine par- 
liciiläre Lösung i.sf, wenn mit ij die ihircb die Gleichung zu bc- 
.slimmende Function bezeichnet wird. Pir genügt aber nicht auch 
ff. man kann jedoch, um eine zweite parlicuiäre Lösung zu 
linden, die Gleicliiing (1 benutzen, die sich auch .schreiben lässt 
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E = 2ec -r + c'A". ' 

tic 


S<»lzl man darin nämlirh y und x au die Stelle von E und E, 
so ist 


y = 2cc' 


Ar . t 

,7T + 


« 


und dipsc Glciclning kann man Ix'iuilxcn, um aus don beiden par- 
lieulären Wcrlhen von x die ent.spreelienden von y zu Anden. 
Für X = K ergiebt sii-li nämlich wie natürlich y = E, für 
,r = K’ aber erhält man 


y = 2ec' + ch". 

oder weil 

, _ dK' K’ _ E 

^ ’ de de ‘Ic 2rc' 

ist 

y = — .sr + CÄ' + c'K' = K' — E. 

Demnarh ist A" — Ef die zweite particuläre, un<l 
y = n^E+ 6,(A'' - Ef) 
die vollständige Lösung der DilTerenlialgleichung 

i:? + !«■ I + » - 0. 

mit den willkürlichen Lonstanicn und ö,. 

Lm nun ziiin Beweise der Gleichung (,\) zu schreiten, keh- 
ren wir jetzt zu den ('.leichungen (4) und (5) zurück, die wir mit 
einander combiniren. Mulliplicirt inan nämlich die erste dersel- 
ben mit A'' und die andere mit K, so ergiebt die Subtraction 
der Producte 

ce (Af'^^j- - AT ^') + (c - e) (AT' f- - K f ') =* 0. 


Bemerkt man nun, dass 


dr* 


iPK' 






de 

de 


^ dv 


d(rc') 

de 


ist, so .sieht man, dass die vorige Gleichung links ein vollständi- 
ges DifTereutial hat. Bezeichnet daher C eine conslante, d. h. 

iMirrg*», i‘ll>pU Fanrtionen. 18 
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von c oder k‘ unalthäiigige , Grös8e, so erhält man dureh Inte- 
gration 


/ . tlh 

“ de 




Suhslililirt man darin die in (1] und (6) ermillelten Werliie 
» rfüf _£ A rfA" A" e ~ 

de 2<*c* 2r * de 2c*^ Itcc* 

so ergieht .sich nach einigen iteductionen 

K'E KE: — KK' = 2C. 

Hiemit ist zunächst hewieseii, da.ss der Aasdruck A''A’-i- — KK' 

einen von dem .Modul k unabhängigen VVertii haben, also einer 
absoluten /ald 2C gleicli sein muss. Um die letztere zu Anden, 
keliren wir zu den Integralen znnick. Denn da 


Jf n 


ist. so erhält »lan 


T 2 i i 

2'’=/ j »«■) ■'» + ,1z *' "* 


-fzj 


d^tf 

*')■ 


Weil aber die Varinheln g> und 4' von einander iinabliängig sind, 
so gehen die l'rodurle dej' Integrale in Doppelinlegraie über, und 
man hat auch 

n j> 

~7 T 

f ><|P- | -J»(». *')-! 
dtp j(ip, k') 


2C 


2 2 

-)r- 


dtp dil>. 


Dieses Integral muss nach dem Vorigen für jeden Vä'erth von k 
denselben Werth liesitzen. Mau braucht seinen Werth daher nur 
für A = 0 zu ermitteln, dann i.st 

k’ = 1, dltp = 1, ‘d [tp, k') — cos tp'. 
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also 

HM 7f , 

TT T 

2C J cos d4> (Up ^ j c.a^ ^ dM> — ^ , 

folglich, was zu beweisen war, 

k'E + Kk — KK' = y. 

S 69. 

Wir geh<;ii min ziu' Bestimniiiiig der Kiinclionen Z und 61 
für die Argumente tu, lu + A' und « + iA'' jiber*). Nach der 
UeUnitiun § 18 ist 

ttt 

E (iu) = / xdz, 

V 

oder wenn inan z h setzt und die Formel (12) § 8 


anwendet. 


. J mn (», k ) 

^ am IV = — rn 

coaaiM{v,k ) 


„ , . , . l zP um {v.k) , 

E iiu) = 1 I i ; — A dv. 

' I C08* am (t>, k ) 


Setzt man darin nach § 3 

am (p, k') = -f (’’• *')• 

so erhält man 

H 

E (iu) = ik'‘ I - tr- + ik"‘u. 

' ' J ros* wn (e. A ) 

Nach § 19 (40) aber ist 

fco»»raI( — k- ) = i ^') (“• O + « - « (». *') 

0 

folglich isird: 

E (iu) = I lg am (u, k') A am (u, k') — i E (u, k') + tu. 


•) J a c o b i. Fundamenta nova § 5ß ff. 


18“ 
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Kfilirl inan darin min diit Kiinrlion Z i‘in. so ist iiarli § 60 (14) 
E (in) = i ^ 1/ -f- Z [in] ; E (h, A' ) = k + 2 («, A ) , 
also riiiäll inan 

i ^ u -{■ Z [in] = i Ij; (IUI [ii, A't z/ am [u, k'] — ' /f • “ — ^ 

I Z (m) = — lg (JOT (m. k') z/ am u, Ar', + n ^ ~ 1 ^ * )• 


Nun Ist nach dein im vorigen § bewiesenen Salze 

E fr . a^l + —.'ilL — ” 

k ' K' ^ KK’ ' 2KK" 

folglidi wird 

(1) I Z [iit] — — tg am (u, k' am (ii, k') + + 2 (n, Ar ), 

wclelii's der gesiirlite Ansdriirk ITir 2 (in) ist. 

Ilaraiis fidgt durch Integration sogleirh & ■in). Es ist nfim- 
lich § 64 (5) 


also 


lind 


tu U 




Da min ferner 


J 


Z [u. Ar') (l„ = log 


. / ^ r i'v rf log eo.s «ffi (», A') 

— tg n»i [u,k\ /J um [u, k) = " ~ du — 


ist, so erhSlI man ans (1) 


oder 

( 2 ) . 


, fliiid , / t' i' I i„„ fif«. A') 

' + TiüT' + ©T-TF) 


nu- 

äJTk 


f\ / , A . ö (tt, Ar ) 

c e<e< am («. k ) 


G (m) 

«(o) 

Hieraus lassen sieh zuerst unsere l'rfdieren Fornielir für 
& [u + iE’) lind 61 (k + 2'A’') norhmals aldeiten. Durch Snh- 


/ 
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slitiilioii voll » -|- K’ IVir u iiml iiacliliiTigt’ ViTlaiiscliuii^' von tu 
mit u ergicht sirli wio oben 

__ itTM 

( 3 ) & (« + lA ') = e ** sin um u . & (ul, 

w 

iiml ufiHi man imriimals u -|- t'A'' statt u setzt, niler anrii in ( 2 ) 
H -f 2 A" statt 1 / siibstitiiirt , 


& (« + 2 iA' i = — — e * Ö lu). 

</ 

lliircli Division mit & (o) mul logarithmisdie Diirfix-ulialioii folgt 
ilann : 


( 4 ) 


Z (ii -|- i'A’’) 


+ cotg um II z/ um u -f- Z (u) 


Z (« + 2 -A ') =:-■£+ Z (u). 

woraus auch noch die s()eciellcii Foriiielii 
® (lA ') = 0 Z ijK ') = oo 

®( 2 iA-'i ^ t/- — Z{ 2 ih ’) = - 

lliessen. 

Ein Ausdruck für & iu A'} ergieht sich, wenn mau in 
der Formel ( 8 ) § 64 




(u + A') = j/ "/« u . 0 (u) 


iu für u setzt, und ausser dm- Formel ( 2 ) auch noch die (llci 
chung 


A um (iu) = 


jJ am ( m , k ) 


cos am (u, k*) 
aiiwomk‘1. Hann wiid /.unnrhsl 

1 t J am f«. k') 

«,tu + Ai=-,//^. iosTiiTÖ, 

also wenn man mit 0 (<t) dividirt und ( 2 , eiiisetzt 


( 5 ) 


«(i»+A -,/ \ \KK . , ,,, «f«, *') 

— — y i' ^ («• A' rv, , 

e t») f k ' f) (o, k ) 


*) Hiciiai-Ii ist der Dnickfcliter iu § f>7, .')) der Kiindameiitit *n ver- 
bessern. 
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oder da auch 

8 (u + tC\ k'] = j/ am (u, k') & [u, k') 


ist. 


( 6 ) . . 


«(i«4-Ä) 


= /Ü-- 


^4AA " 0{u-^Jl\k') 


ö(«) ~ y k’ - «(o, *’) 

Man bemerke dabei, dass nach (12) § 62 

© (o) = j/^^. also ® (o, k') = 

und folgUch 

W(o ) _ ,/FÄ 

e(o, *') r kP 

isl. SubsUtuirl man dies noch in (5) und (6), so erhält man 
auch 

»M* 


(7) 8 (•« + K) = ^am [u. k’) 8 («. *') 

Jtu* 

}/% ® (« + A". k’). 


Nimmt man in den Formeln (5) und (6^ die Logarithmen und 
diflerentiirl , so erhält man Z (tu + A') , nämlich 


(8) . . iZ (m + A ) = + Z(u + A ', k') 

9CH k** sin am (u, k') cos am (tt, k*) 


•IKK' 


am (m, IT) 


+ Z («, k’). 


S 70. 

Nach diesen Vorbereitungen kehren >vir nun zu den im 
§ 67 aurgestellten vier Fällen zurück, und «ollen zeigen, dass 
sich der 3le und 4te Fall resp. auf den Isten und 2teii re- 
duciren lässt. Ileii Ausgnngspunct bildet die (irundformel (1) 
S 64 

(9) . . . /7 (k, rt) z=z uZ[a) + ^ log 

Nun «ar im dritten Falle der l'arameter a -f- )A''; für denselben 
ist daber 
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(10) 77 („. . + ,A-'J = „2 (a + .A"; + i log 
Aus (4) und (3) des vorigen § al»er folgt: 

/ (« + i'A'') = — + cotg am a d am a + Z (a) 


»(« + « + .A'; = 


in(a + u) 
~2ä“ 


mithin da 


ist, 


V¥ 


sin am (o + «) & (rt + «), 


® (o — « -(- lA"') = © M — a — i'A"') 


I aU‘ — a — iK') 

“** e(a-f«+tA J 


ix(a — a) 


2Ä 


+ 


,2A 


8in^, «(«-») 

^ ® »iu«w(a + B) ^ ® ©(« + «) 


Dieses nun in (10) suhstituirt, giebt 

77 (u, a -f- lA"') = — u cotg am a ^ am a -f- uZ (a) 

, inu , , , ttiiim/7(77 — 7i) , , i ^(u — /i) 

+ itA + * . 

und wenn man die l-'ormel (9) noch einmal anwendel, 

(11) 77 («, a + lA 'j = 77 («. a) + » cotg am a /} am a 

+ 1 |„a »!»«'"(«-«) 

‘ ° »in /a* ’ 

wodurch der erste und dritte Fall auf einander redurirt sind. 

Um zur Keductionslbrinel für den 2len und 4len Fall zu 
gelangen, setzen wir in (Oj znei’st a + A' statt «, dann wird 

(12) 77(«, « + A-) = «Z (« + A) + i log 
Da nun aus (7) und (8) § 64 

„f . k* sin am a Ü08 nm a , . 

Z [a + A) = — - — -- , • -- -- + Zia) 

\ / j um a I V . 7 

Ö (<( tp M -|- Ä') = ^ am (« + m) 0 (a + m) 

folgt, so erhall uian 
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r , , t WS A** üin «w rt COS rtw» « , ^ s \ 

/7 {«, « + A) = - u ^ . - + « Z (o) 

, ,1 Jmn(n—M) , , , fjfll — n) 

eT«+«) 


= n [u, II) — u 


k* sin ama coh ama 


^ um a 


, , 1 J am (a — m ) 

+ i '"8 j.«.(,.+7)- 


In dieser Forin«*l setze man nun ia statt a, sn folgt 

J-J , .V k* »in am ia COH am ia 

(13) 77 [14, irt + Ä 1 = 77 i«, irt) — u - - -- 

. . I damiia — m) 

Jmii(m+uy 

>'iiii ist aber ((25 § 27) 

^ am{ia — m) ^ tun in ^am u -4- sin/m ia uos otn in sHi am u c<»8^M u 

ami ^ ia -^ n ') Ij am ia dam u — k * »inamia cos am ia »in amu cos amu ’ 

oder weil nach § S 


sin am 


ist. 


m = I tu a»i (fl, A-') ; cos #im ia = — t — 77- 

^ ' CU8 am (ü, k ) 

^ J mn(atk') 

di am xa = — . - , », 

cos am (rt, k ) 


dam{ia — «) dam(ns k') J amu -^ik^ am (a^k') »in amu cos am// 

dam{iu-{-u) dam(rtfk )damu — ik^l^(uu{a,k )ttin/imn cosamu' 


Da ferner 


log = I are lg — 

X — ty X 


isl, so erhält man 

. I dtuttiia ’— u ) ^ ik * team ( a , k *) sin am u cos am ui 

i '« ■ 

Ebenso wird 

A*sin /TM tn COS am I// tgam(a,A'’) 

d am ia ~~ d am (//, k * ) 

Setzt man nun zur Abkürzung 

A*tg//m(a, A') ^ 

d am ( a ^ k ') ' * 

SO wird 

1 I damiia — //) . I ^ sin am// coh////» « i 

2 log 7 -r-r = X aiT tg J ~ , } 

* ° ////»( I « ^ f damit I 


A**siii 


am ta cos am la 


d am ia 


= U, 
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und mau erhält durch Siib.'littitioii dieser .Xiisdrücke in (13) die 
gesuchte lleductii)iisrurmel für den 2teii und 4ten Kall, iiäinlich; 

1 1 4) I n M, m + A ) =( 77 (M, laj + A u — aiT lg # A )' 

Legotidre hat die ellipiisrheii Integrale der drillen Galtung, 
je uaehdem sie dem 1 stell und 3ten oder dem 2ten und 4len 
Falle angehüreii, iliirrli hesmidere ^Riiieii iiiilersehieden ; und 
zwar, weil in der Itedneliiinsrnriiiel (11) IVir den Isten und 3lcn 
Kall ein Logaritlimiis vorkomiiit , so nennl er diese Klas.se die 
logarith mische {Integrales « parumetre togarithmü/uc); die an- 
dere Klasse dagegen, welche dem 2teii und 4ten Kalle angehört, 
heisst wegen des in der Hediictioiisformel (14) vorkominendeii 
Arcus Tangens die ciren läre (Integrales ä parametre cirettluire)*). 

Si 71 

Wir hahen oben 07 gesehen, dass, wenn die Grösse n 
Legeiidre's selbst iiiiagiiiär ist, der l’araiiieter coinplex von der 
Form a ib wird. In diesem Kalle koniiiil also das Additions- 
theorem zur .Xnwendniig , und zwiir dasjenige für die Paraiiieler. 
Wir schreiten zuerst zn einer neuen Ableitung des .A^dilinnsllieo- 
reines für die Argiimenle. 

Aus der Formel (9) des vorigen § erhält man 

n[u,a) = uZ{a) -K ,■ log 
n[v.a)=^vZ («) + 4 log 

n (u + v,a)=z (« + v] Z (a) + \ log . 

und wenn man die letzte Gleicbniig von der Suiniue der beiden 
erslereii ahzieht, 

(15) n (m, a) -|- 77 (e, a] — 77 ,« -|- v, a) 

I I ^ &{h — rt) — rt) #?(M-|-ü-|-a) 

ö(k-4-«) — «) 

Hamit ist die Form des Addillonslbeoreiiies , wie es in § 34 ab- 

•) Logendre. Traite des Konctions olli|ilique8 III. p. 138. 
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geluilRt wurilR, btM'ciU hr.rge^itrlU; es koiiiuit nur nocli darauf an, 
di« unter dein Logarilhinus stehende Grösse durrii elliptische 
Kniictionen ausziitirrirken. Llazti hedüiTeii nir einer Kelaliun, die 
sich ans der Gleichung ^3) des § 64 ei-gieht. Wir fanden 

= z („) + i Z 4Z („ + a). 

Integrirt luaii diese Gleichung nach dem Parameter a zwischen 
den Grenzen o und a, su erhält man 


«an « 

/'— I"'- — da ==y Z [a] da i j ^ (“ — ™) da — Z (u + a) da. 


■Allein wegen (4) und (5) § 64 ist 


<1 

^ Z [a) da = 


log 


ma) 

9 ( 0 ) 


; fz (« - a) d« = - log 


Jz{u + a) da = log 


also 


rdn(«,a) __ , »(flj , I 

J du “ — ' ^ 9(o) 2 ^ B(u) * "o et«) 


'"*5 il^) ~ + N® (“)■ 


Amlerrrseits abtM' hat inan narh der Definilioii der Transcen- 
denleii II 

fin{u,n) k^sluama cos fifa a J am a siti^ um u 
du 1 — sin* am a »iu* am u * 

und dieses ist gleich 

I r/lüpf (1 — w) 
du * da * 

Mglich isl auch 

a 

da — — J log (1 — k‘‘ sin’ am a sin’ am u). 

*r 

Demnach erhält man: 
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— 4 log (1 — sin’ nm a sin’ am u) = log 

— 4 log & \ti—a) & (m + o) + log S (u), 
und wenn man von den Logarithmen zu den Zahlen übergeht, 

/Ä(u) ö(n)\’ S(u-\-a) a ()i — « ) 

l S(oj ) 1 — t* «in* «m K »in* am rt 

Mit Hülfe dieser Relation kann der in (15) unter dem Lo- 
garithmus enthaltene Ausdruck auf zweierlei Weise durch elKpli- 
sche Functionen ausgedrückt werden, von denen die eine hier 
näher ausgeführl werden soll*). Schreibt man statt der vorigen 
Gleichung 

V ®(") / 1 — A:* siu'amx »in’«/ny 

und setzt darin nach der Reihe 

a; = M — a x + y = u + v — 2a 

sodass 

y = V — a X — y z= u — v 

X = u + a x + y = u + v-{-2a 

y = V + a X — y = u — 0 

X = u + a — a = 

y = a _ X — y = — 2a 

x = u V + n .r-fy = tt-|-t>-l-2o 

y = a X — y =i u + V, 

so erhält man 

/Ö(w — a') ff(v — rt)\* ö(tt — e) — 2a) 

V ®(o) J 1 — **»in*ani(« — a)»in*fl»i(B — o) 

^?(ü-4"o)\’ ö(« — y) 

l t?(o) J 1 — A*«in*ni«(«-i-rt)8in*am(o-f-fl) 

— «)A’ A>(m-|-o) — 2ai 

\ ^(a) ) ~~ 1 — i* »in*«/«« »in’om (u-f-i) — a) 

/öta) »(«4-e-fa)Y _ S(«-heJ 

l e(o) ; — 1 — k* sin* ttm a sin* am (« -f- r -f- a) * 

Jacobi. Fuudaioeuta nova §54. 
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und nenn mnii das l'rodiirt aus der ersleii und vierten Cleirhiing 
durch das der zweileti und dritten dividirt, und die Wurzel 
ninnnt : 

W(k — — «) + 

Ö(o-J-a) — rt) 


/ 


I — A'* 8 i »* am (w -4* <*)**• *•* ff»* (i* -f* /?) 
1 — A-* öin* am { u — a) »in* am (r — a) 


1—4:* 8in*rtwrt Hin*//;« — «) 

sin* «//<// eiu*////i 


Durch eine zieinlieh roui|ilicirte Rediining, nelrhi' sieh iin § 54 
der Fundainenle vullständig ausgerührt lindet, kann man diesen 
Ausdruck auch in den iiii § 34 gefundenen: 

’ f — tr*sinrtmrt sinamM sin flmo «inawifii-j-p — a) 

' ^ 1 + A’»ina»ia siiiam« siua/ÄP sinaw (ii-f-«+o) 

verwandeln. 

Aus dem .Vddilionstheoreme fiir die Argumente (15) ergieht 
sieh das für «lie Parameter mit Hülfe des Satzes von der Ver- 
tausehung des .Arguinents mit dem Parameter (§ 64). 

Wir fanden dort (2) 

(17) . n (w, «) = « z («) — a z {«) + n [a, «). 

Demiiarh ist auch 


n [u, b) = u Z{b) — b Z (u) + n (b, «). 

Hieraus folgt durch .Addition: « 

77 («, a) + n {u, b] -= u [Z («) + Z (fc)] — (« + 6) Z («) 

+ 77 (ö. «) + 77 (6. u). 

Darin kann man iinii die beiden letzten Glieder nach (15) ver- 
einigen; weudet man auch zugleich das .Additionslheorem der 
zweiten Hattiiug au ((G) § 64), wonach 

Z [a) + Z (fr) = Z (n + fc + sin am a sin am b sin am (a + b) 
ist, so erhält man 


77 (u, a) 77 (u, ft) = M Z (a + ft) + u sin am a sin am b sin am {a + ft) 

- (, + »: ^ w + »(.+»,»)+; I.« rt-:!' 

Allein wegen (17) ist auch 


u Z {a b) — (« + b] Z («) + n {a + b, u) — n («, a + ft). 
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I>cninarli wird 

n {u, n) n{u,b) — n{u,a-^.b)^HA'^‘iiiuima sin amb sin am(a^/i) 

I I I f^(n-u) S[/j — u)S(a-i-b-i-u) 

* ^ W(«4-k) 0(A + u^0l«-}-A — t/j’ 

odiT wenn inan in dem Ansdrndte (IC) n mil u und v mit b 
verlausr.Lt, 


// (h, a) + n («, 2») = 7J («, o ^ 6) -j- « A - sin am a sin am 6 sin am (a -p b) 

(«+*- ») 

iiiitl hi<Miti b<'sl<‘hl (las Thcnn'in für die Addition der Parameter, 
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Anhang. 


Zwanzigster Abschnitt, 
lieber die Bewegung des sphärischen Pendels. 


•S 72 


Als ein grösseri's Bris|>if»l für dir Anweinliing der elliptischen 
Functionen und nanientlirli ein solches, bei welchem auch die 
Transcendenten der zweiten und dritten Gattung eine Rolle spie- 
len, soll iin Folgenden die Bewegung de.s sphärischen Pendels, 
d. h. die Bewegung eines Puni'tes, der, allein von der Schwer- 
kraft getrielien', auf der Oberfläche einer Kugel zu bleiben ge- 
zwungen ist, untersucht vynalen. 

Es .sei der Mitlelpunct der Kugel, oder der Auflinngepunct 
des Pendels, der .Aiifangspiinct eines rechtwinkligen Goordinateii- 
systeniH, dessen positive r-Axe mit der Richtung <ler Schwere 
znsammenfällt. Bezeichnet dann r den Radius der Kugel oder 
die Länge des Pendels, g die .Acceleratinn der Schwere und N 
den Druck, den der materielle Punct (des.sen Masse der Einheit 
gleich angcnuniiuen wei'den möge) auf die Oberfläche der Kugel 
ausübi, so ist 


a:* -I- y‘ -F 


( 1 ) 

die Gleichung der Kugel, und ferner 


( 2 ) 


— = iV - 
rf<* c 


dt* 

d*z 

dl* 




= ^ 7 + » 
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die Ditfereiitialgleidmiigon der Bewegung (/ bedeutet die Zeit). 

Miiltiplicirt man die DilTerentialgleidnmgen resp. mit 2 
2 ^ , 2 ~ , so erliält man durch Additiun 


dx (fix 

W dt* 


+ 2 


til dt* 


+ 2'^ 

^ ^ dt di> 


y / d.v dl/ rfl\ „ rfl 

27 {^in + !^-.ü + ''in) + ^<’ 7 ü- 


und da vermöge der Gleidiung (I) 


d.r dy 

di +'J- 


dt 


. <1- 
+ S7T = 


+ p. 


ist, durch Integration 

a (J)'+(2)'+04)’=^= 

wo c eine willkürliche (ämstaiite bedeutet. Diese (ileidning ent- 
hält den Salz der lebendigen Kraft. Eine zweite Integralgleidiiing 
liefert der Fläcbensatz für die a^-Ebene. .Multiplicirl man näm- 
lich die erste der Gleichungen (2j mit y, die zweite mit x und 
subtrahirt, so kommt 

(Pu fPx 

^ -di - y ~dÄ = 


und man erhält dalier durch Integration, wenn c' eine zweite 
willkürliche Coristante bedeutet, 


t»\ dy dx f 

( 4 ) •^dj-ydi = ^- 

Wir führen jetzt 1‘ularcoordinateu ein, indem wir 


X = r sin cos tp, y — r sin ^ sin q>, z r cos 0 


setzen, sodass (• die zwischen n und x genommene Neigung des 
Pendels gegen die positive r-,\\e (die Verticale), und q> den Win- 
kel bedeutet, den eine dnrrb das Pendel und die t-Axe gelegte 
Ebene mit der a-z-Ebene bildet. .^lau erhält liieraus durch Dif- 
ferentiation 

dx , rfsi . , . dm 

— = r cos V> cos 9 — r sin 9 sin tp — ^ 

^ — r cos t/> sin 9 ^ p®** 9 

dz ‘ , dtb 

und durch Substitution dieser Ausdrücke in die Gleirliungen (3) 
und (4) 
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»•* ’i’ 

r- sin- tl’ = c, 

Dividirt man lioiilorspils inil r- und .scl/.l zur AhkOrzung 
i — C - -- A 

so folgt 

(5) 


sin’ ^ ~ll’ = C, 


iiml wi'iin man den daraus liiTvorgrlirndon Worth von in ilie 
rrstrri’ Gloirlmnp suhstituirl. 


( 6 ) 


( -- I + -r-r- = ros tl) + A. 


Hieraus «‘.rgieht sirh aisil^iim 


( 7 ) 


d( = 


sin gt fht> 


ros il> -4- A^ sin’ 


C’ 


uml wenn man diesen Werth in (5) siihstitiiirt. 

C .sin Jfi d\j> 


( 8 ) 


. dtp 


sin’ tb j / ros tl> a'^ sin’ tb — C’ 


Dni die nillkürlirhen Conslanteii A und C durch Grössen 
auszudrücken, nelche eine mechanis<'he Uedeutuug haben, neh- 
men wir an. das l’eudel heliiide sich zur Zeit I o in der xz- 
Eheue. .sodass für i = u auch q> = o sei; ilie zu derselben Zeit 


.sUttrindeiiden Werthe vou tb, uml "J aber .seien resp. 


lip 


dt 


dl 


und 9 p'g; dann erhält man aus den Gleichungen (5) und (G) 
tC = sin’ % <p'„ 

• ■ • 1 .# I.I.' \i I .:,.2 /„' ,2 _ 

r 


' ' \A = (tt-V'* + <l>n iVof — T 


nenkt man sirh nun die am .\nfange der newegimg statUindende 
ganze Geschwindigkeit v in zwei rechtwinklige Componenten « 
und II’ zerlegt, die eine, u, in der arz-Eliene und senkrecht ziini 
Itadius, die andere, rr, |>aiallel der horizontalen Ebene und 
ebenfalls senkrecht zum Itadius, so ist 

II = r ll.’\, IV = r sin tp'„. 
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und durch diese Geschwindigke.iten ausgodrückt wird 

lc= 


( 10 ) 


. + 2o , II* 2o 

A = - cos ^ cos 


Den Winkel V'o lassen wir vor der Hand noch iinbesliiiimt , um 
späterliin die zwcckinässigste Annahme ffir ihn treffen zn können. 

Integrirt man nun die Gleichungen (7) und (8) von t — o 
an. so erhält man 


( 11 ) 


-f, 


sin ‘ip thp 




cos ^ -f- J 


sin- p — 




V' 

y = C f ^ 

J sin* p y ^ cos p + aJ sin* p 

V’n 


— C'^ 


§ 73. 

Um die vorstehenden Integrale, welche elliptische Integrale 
sind , da die Variable cos p unter dem Wurzelzeichen in der 
dritten Potenz verkommt , auf die Normaifonn zu bringen, müs- 
sen wir nach den Lehren des Ilpen Abschnitts zuvörderst unter- 
suchen, ob die cubische Gleichung, weiche entsteht, wenn man 
den unter dem Wurzelzeichen stehenden Ausdruck gleich Null 
setzt, eine oder drei reelle Wurzeln besitzt. Dabei bemerke man 
aber, dass wegen der aus (7) folgenden Gleichung 


sin p j/ KOS p + sin* p — C* 

diejenigen Werthe von p, für welche die Wurzelgrösse verschwin- 
det, zugleich Maxiina odei- Minima von p sind, weil für sie auch 

der Differentialquotient ^ zu Null wird. 

Die Grösse unter dem Wurzelzeichen giebt entwickelt 

— ~ jcos* p + cos* p — cos p — (.4 — C*)|. 

Durvfc, fllipt. Funclionea« 
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Setzt man dann der Kürze wegen 


(12) . . ■ = X. = a. — b. 

(13) ... + na:’ — .r + (6 — ^ u) — y. 



(14) .... sin V- 2' = y - ~r y- 


Stellt man sieh die lileielning’ (13) als die (’.leiclinng einej- 
Ciirve vor (Kig. 18). so kommt die Frage, ob die (iieieliung y = o 

eine oder drei reelle 
Wurzeln hat. darauf 
zurück, zu imtersnchen, 
oh die r.iirve die Axe 
der X ein oder drei' 
Mal .schneidet. Lässt 
man nun x von — oo 
an warhsen, so wächst auch y von — oo an und erreicht für 
X = — 1 den Werth h, welcher, wie man atis (12) sieht, positiv 
ist. Daher verschwindet y nuthwendig einmal für einen Werth 
von X, der zwi.schen — cx> und — 1 liegt. Dieser Wurzel der 
Oleirhiing y ■=. u gehört jedoch kein Maximum oder Minimum 
des Winkels it> an. weil hfer der Werth von x oder cos ein 
unechter ilrucb ist, demselben also überhaupt ein reeller Werth 
von it> nicht entspricht. Aus dieser Bemerkung ersieht mau, dass 
der Beweis, den Ln grau ge im Art. 16 der Steil Section im 
2ten Theile der Mecanique analytique für die Realität der drei 
Wurzeln der (ileicliung y = o giebt, nicht stichhaltig ist. Er 
sagt nämlich: die Natur des Priddems lehrt, dass ein einzelnes 
Maximum mler .Minimum des Winkels i’ nicht stattflnden kann, 
sondern dass auf jedes Maximum ein Minimum, und umgekehrt, 
folgen muss. Da nun die lileichting y = o als cuhisclie Glei- 
chung jedenfalls eine reelle Wurzel hat, so muss sie auch eine 
zweite reelle Wurzel haben, und daher müssen alle drei Wurzeln 
reell sein. Er setzt hei die.sein Beweise stillschweigend voraus, 
dass jeder reellen Wurzel aurli ein reelles .Maximum oder Mini- 
mum des Winkels 4’ zugehöre. Wäre die.<e Voraussetzung ricli- 


Fig. 18 . 
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tig, 80 würde gegen obigen Beweis nichts einzuwenden sein; al- 
lein, wie wir gesehen haben, ist sie nicht riclitig; es könnten da- 
her die beiden anderen Wurzeln immerhin noch imaginär sein, 
d. h. es könnten bei der Bewegung des sphärischen F'endels gar 
keine Maximal- oder Minimalwertbe des Winkels V' Vorkommen, 
wie dies z, B. bei dem ebenen Pendel der Fall ist, wenn das- 
selbe um die gaiue Peripherie herunischwingt, (Vgl. § 5.) 

Man kann aber auf andere Weise zeigen , dass dieser Fall 
in der That beim spbäri.schen Pemlel nicht vorkoinml, dass viel- 
mehr die (jleichung y = o immer drei reelle Wurzeln hat, von 
denen die zweite einem Maximal- und die dritte einem Miniinal- 
werthe des Winkels i> entspricht. * 

Da nämlich y zuei-st (von * = — oo anlangenir: negativ i.st, 
an der Stelle ,t = — 1 aber positiv geworden ist, so Lst klar, 
dass die Curve die Axe der x aufs neue schneiden wird, die 
Gleichung y = o also drei reelle Wurzeln haben muss, wenn y 
für Wertlie von x, die grösser als — 1 sind, wiedernni ans dem 
Positiven in das Negative übergeht. Dass dies aber wirklich ein- 
tritt, zeigt die Gleichung (14) 

denn diese lehrt, dass tp nur für solche zwischen — 1 und -f 1 
liegenden Werthe von x, für welche zugleich y negativ ist, reelle 
Werthe anninunt. Demnach bat die Gleichung y = o in der 
That drei reelle Wimzeln, und da für x = -|- 1, y wieder posi- 
tiv, nämlich gleich h wird, so entsprechen den beiden letzten 
auch reelle Werthe von tl'- Zugleicdi ist ci'sichtlich , dass nur 
der zwi.schen den beiden letzten Dnrchschnittspnnkten M und iV 
der Curve mit der .Vbscissenaxe jFig. 18) liegende Theil der li-lz- 
teren diejenigen Werthe von x enthrdt, ileien ents|>reehende 
WerllK; von tl> während der Bewegung wirklich eintr(!ten. Hier- 
aus foigt denn ohne Weiteres, dass dem Puncte Af der kleinste 
Werth vön x, also der-grösste von i>, und dein Punkte N der 
grösste Werth von x oder der kleinste Werth von ^ angehört. 

So sehen wir denn, dass der Winkel tl’ während der Be- 
wegung des sphärischen Pendels einen grössten und einen klein- 
sten Wertii erreicht, jener möge mit «, dieser mit ^ bezeichnet 
werden. Jener entspricht dem höchsten, diisser dem tiefsten 
Puncte, den das Pendel während der Bewegung erreicht. Um 

19* 
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zu erfalireti, ob diese Punkte auf der unteren odei' obere.ii 
Halbkugel liegen, müssen uir untersrbeiden, ob die ltrö.sse 
b — a positiv oder negativ ist. ' Dio folgenden zusaminengeliöri- 
geu Wertlie von a: und y ; 


X = — 3C, 

y= — 


11 

= 0, 

y — b- 

X z= COS 

y — ~ 

ar ^ + 1. 

II 


zeigen, dass wenn b — a positiv ist, die beiden letzten Wurzeln der 
(•leirhnng y ~ o zwischen o und -|- 1 liegen, wenn dagegen b — a 
negativ ist, die eine zwischen o nnd — 1 , die andere zwischen 
o und + 1 enthalten ist. Deninarh liegt ß (der kleinste Werth 

von in jedem Falle zwischen o und dagegen a (der grösste 

* C 

Werth von V*) 1‘cgt zwischen o und oder zwischen ^ unil 

Ä, jcnaclidem b — « |tositiv oder negativ ist. Nun erhäit man 
aber aus den Ausdrucken (]2) und (10] 

ft _ sin’ 

■2yr 


«’ + ic’ 

fl = l'OS t(-„ 

b — fl = ros ii>„ — — ‘ - — 

" üflc 


Daher hat das s|diärisclie Pend<d seinen tiefsten Pnnct stets auf 
der unteren Malbkngfd, nnd es bleibt anrii fortwrdirend in der- 
selben. wenn 


ist dagegen 


r 


< 2ä?ostg„; 


ipn 

r 


> 2g cos 


so hat es seinen höchsten Piinrt in iler oberen Halbkugel, 
Nimmt man nun für den Augenblick an, dass das Pendel seine 
Bewegung ans dem tiefsten Puiirte beginne, daiss also il>„ = ß 
sei, so verschwindet, weii cos ß eine Wurzel der Cleichung 
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y == » i.sl, wegen d l) der l)ifTereii(ial<|imlieiil . deniiiach 

isl aiieh die Omponenle u gleich .Null, und die obigen l'n- 
gleiclinngen verwandeln sich in 

cos/3 ^ 2<j. 

Nun re|iräsentirt n> in diesem Falle die ganze riescliwindigkeit, 
also ilie lienirifngalkrart , und ros ß die verlicale (loiii|) 0 - 
iiente derselben; man kann daher den Salz aussprechen: Das 
sphärische Pendel gelangt während der Kewegung in 
die obere Halbkugel, oder bleibt fortwährend in der 
unteren, je nachdem im Augenblicke des Durchgan- 
ges durch 'den tiefsten Punct die vertirale Compo- 
nente der Cenlrifugalkrafl grösser oder kleiner als 
die doppelte Schwere ist. 

Die beiden Wurzeln cos a und ros ß der Gleichung y ~ n 
können auch einander gleich werden, dann fallen die beiden 
Puncte M nml .V b'ig. Fig. 18. 

] 8 ) zusammen , und 
die Gurve berfdirt nur 
ilie Abscissenaxe. Der 
Spielraum für die hei 
der Bewegung einti'e- 
tenden Werllie von d' reducirl sich dann auf einen einzigen 
Werth V'o == /? =«: d. h. der Winkel ^ ist während der 
ganzen Bewegung eonslant , das Pendel beschreiht also auf der 
Kugel einen kleinen Kreis. In der That wh'd jetzt y für reelle 
XVerlhe von nicht mehr negativ , sondern erreicht nur den 
Werth Null, daher muss wähmul der ganzen Bewegung wegen 
(14) = Null sein. Hieraus folgt zunächst, dass « 



u ist. 

Weil aber die Gleichung tj — u jetzt zwei gleiche Wurzeln hat, 

so muss auch '-j- verschwinden, man hat also 
fix 

= 3 cos^ i/i -1- 2« cos il/ — 1 = o ; 
ax 


*) üiu ip kftiiii nicht Null sein, da cos jp die Worthe -|- I oder — l 
niemals erreicht; das sphärische Pendel geht daher niemals durch die 
Vcrticalc. 


Digitized by Google 


294 Ahsclin. XX. CvIkt di« Hewcgiing des spliirisdieu Pendels. $ 74. 

und subslUuirl man darin den für u = o sich ergebenden Werth 

<c* . 

a = ;r COS i>, 

•igr 

SO erhält mau 

, rg sin* V> 

w‘ = — • 

cos ^ 


Die Bedingungen für das Entstehen der kreisförmigen Bewegung 
sind datier 


u = o 


rg sin* tp 
cos * 


woraus zugleich hervorgebl, dass eine solche Bewegung nur in 
der unteren Halbkugel statllinden kann. 

Schreibt man die letztere Gleichung in folgender Form, 


IC* 

r sin 


cos ll> 


g sin t. 


und bedenkt, dass r sin der Halbmesser des kleinen, vom Pen- 
del bescliriebeiieu Kugclkreises, 

w.* 

r »in 

also die Gentrifugalkraft in Bezug auf die Verticale als Rotalions- 
axe genommen, 

— ros t und o sin tl' 
r am ip ' 


aber diu auf dem Kugelradius senkrecht stehenden Gomponenten 
jmier (icntrifugalkraft und der Schwere sind, so kann man fol- 
genden Satz ablesen: Das sphärische Pendel bewegt sich 
kreisförmig, w enn erstens <lie a iifängliche Geschwin- 
digkeit liurizontal gerichtet, und zweitens die auf 
dem Kugelradius (dem Peiidelfaden) senkrecht ste- 
hende Gomponente der auf die Verticale als Bola- 
tionsaxe bezogenen Gentrifugalkraft gleich der nach 
derselben Bichtiing genommenen Gomponente der 
Schwere ist. 


§ 74 . 

Es Süllen nun die Winkel « und ß statt A und C als will- 
kürliche Gonstanten eingefülirt werden.*) Dies geschieht leicht 
mit Hülfe der ciibischen Gleichung y = 0, von welcher cos a 


*) Lagrango. Mdcaniqui* atialytiquc. II. Scct. Vlll § I. 
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9 

iiml ros fl zwei Wurzeln sind. Ueiiii da der (inentciciil von a; in 
derselhen = — 1 i.sl, so muss, wenn die dritle Wurzel für den 
Aiigenhiirk mit { bezeichnet wird, 

cos « ros /S + 5 “ + S ''"s fl — — 1, 

also 

y 1 + coB a ros ß 

® C08 a + ro« ß 

svnii. Ilemnacli ist 

, , a t ^ \ ! 1 i 1 "t" ro.s « cos ß 

y = (COS i> — COS fl} (cv)s Iß — ros a) (cos 4- — p— - , 

ALsdann Ibigl, weil a die Suinine und b — n das Product der di'ei 
Wurzeln, mit eiilgegeiigeselzten Zeirheii genoininen, ist, 


a= — [rosa cos^ - 


I üos ot ros ß-^ 1 — ros* a — cos* ß cos n ros ß 

coso-l-cosß -* cos« + eoö^ 


6 ^ fl = 


mithin 


cos a COR ß ( I -^COR Cf COR 

COR Of + cos ß * 


^ I — cos* Cf — COR* cos* Cf co.s* ß sin* a sin* ^ 

* C08 a cos cos cf-f “«03 ß' 


Demnach ibl auch 


( 15 ) 



1 COH* ff — COS* ß — COS « COS f 

COS ff cos ß 

■j/'ig Bin a sin ß 


cos ff + cos ß 

iiihI die (Gleichungen (11) verwandeln sieh in folgende 

* 

I — j/ Z_ _ sin */> dtl! 

J y — (cos cüs/3 iros 1 ^— ros a) (cos 


COS ß 

-}-cosP 


) 


sin ff sin ß 

(p = ■ ■ r . ■ ■ . 

Veos ff -f- CO« ß 


/ 


sin \ff <t 0 


sin’^^' ]/ — (ros ^ — cosö, (ros iß — ros«) (ros Hr + ^ 

r r.\ -r t 008 0+ ro»p ^ 

’o 

Zur Itediirtion dieser Integrale auf die Norinalforni bedie- 
nen wir uns der iiu § 23 erläuterten Substitutionen der zweiten 
OrdtHing. Setzt man der Kürze wegen 

1 + eos o ros P 


ros ^ = ,r, ros fl : 


: X,, ros« = .r,. . g 

‘ * cos o + cos p 
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soilass 

> a:, > > — oo. 

so ist das zu Iransrormirende Integral das folgende 


-/f 


y ~{x -X|) (a: -a-,) (x— *,)’ 
und die Integrationsgrenzen liegen znLschen den beiden auf ein- 
ander folgenden Wurzeln .t, und a-j. Nun giebt es, wie § 23 
gezeigt wurden ist, immer zwei Substitutionen, die sich dadurch 
unterscheiden, dass, wenn die Variabein der entstehenden Nor- 
iiiuirorinen mit a und a bezeichnet werden, x und sin^ a gleich- 
zeitig abnchnien, x und sin'^ a aber nicht. Man hat daher fol- 
gende ent-sprechende Werthe der Variabein: 

Abnehmende Werthe von x : 


I 


(Ißj I Zunehmende 




Abnehmende 


Xi. 

sin’ ff: 0, 
sin’ ra: 1, 


1 , 

0. 




+ oo 


*r. ±<» 

+ O0, 


Bedient man sich nun der Formeln (3), (6) und (7) des 
§ 23, so hat man zu setzen: 

bei der ersten Subslilutton p = a:,, = x,, r = Xj, » = oo, 
„ „ zweiten „ p = x,, 9 = x,, r = oo, * =z= X3. 

Demnach erhält man Rir beide Subslitutinncii 
A» = 


— a-a 

und dann bei der ersten Siibstitntinn 


sin’ ff = 


x,-x, 


cos’ ff 


z/’ff 


dx 


y—(x — x,) (x— X,) (x — .rj) 

und bei der zweiten Substitution 


I — **^2 
= + 


-a:3 


X — X, 
X|— xa’ 
da 
.Ja’ 


(17) 


8in^ ca = — . * = 7^ . 

a*, — Xf X — K* X — x^ 

dx 2 dm 

K*-(x — X,) fx — j-j) (x — x^) — .r, . 

Uebrigens isl sogleich ersichtlich, dass man auch hat 

C08 a 


sin ca = 
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Durch ec und ß aiisgedrückt, geben nun diese Formeln 

/JJJ» J.} cos* P — c os* tt ,/j l-}-2 cos« COsß+® 0 **® 

' l-J-2 cos o cos p + cos* 1 4-2 cos« cos cos* p ’ 


und dann bei der ersten Substitution 


(19) 



O / ü *‘ 9 ^ COfl 3 COS 

= cosß — (rosp — ' cos«) siir a, 0 =s — 3 

^ r- J cosp — C03« 

® 

l O 7/ '■ 7/ cos p -I- cos « r da 

r 2g r 1 2 cos a cos ß -j- cos* ß J ^Ja’ 


und bei der zweiten Substitution 


( 20 ) 


8in^ ö = 


CO» — cos « 


cos ^ + 


1 -f“ « C08 ß * 

COS a 4- cos ß 


f _ 2j/— t/ ^ C— 

y 2g r i -}- 2 cos a cos ß cos* ß J Jm’ 


wobei «a und cj„ die den Werthen t — 0 und tß = % enlspre- 
cbendeii Werthe von a und o bezeichnen. 

Der Winkel <p wird durch ein Integral von der Form 


J\ 


dx 


(l— X*) F— (x — X,) (x — Xj) (x — X,) 

besliinmt. Dasselbe zerlegt sich in die beiden elliptischen Inte- 
grale dritter Gattung 


(1+x) F— (x— X,) (.r — Xj) (x — X,) 




dx 


d,T 


-x)F— (x — X|) (x — X,) (x — X,) 

Da diese nach der Transrormatinu die Form 


r f (g ) rfg 

f 1 n sin* a) /Ja 


annehmen , so hat man für diejenigen Werthe von sin* 0 

zu setzen, welche resp. den Werthen — 1 und 1 von x ent- 
sprechen. Bezeichnen wir nun die Legendre'schen Pai ameler bei 
der ersten Substitution mit n, und n, und bei der zweiten Sub- 
stitution mit m, und wij, .so erhallen wir; 
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Erste SiibstitiiUoii 


- für X = — I «ird sin^ ff = 
„ a: = + 1 siii^ ff = 

zweite Substitution 


JL = -*- 1 * 

J- — ^1 — 1 

>ij a'i — .Tj ' 


für X = — 1 wird Äin'-* o 
„ X = + 1 „ sin’ <0 = 


1 = • ' ±:'^J 

m, k* 1 -f- X, ’ 

J_ 1 t — X, 

III, 4* 1 X,’ 


Erinnert man sieh nun, dass x, und x.^ zwisclien 1 und 


— 1 lagen, x^ aber 

< — 1 war 

, so 

kann 

mau 

das i 

Schema 

(16, 

in folgender Weise 1 

erwcitei‘ 11 : 







Abnehmende Werthe 

von x: 

+ 1. 

X,. 

X2. 

— 1, 

.Tj, + 

30, 

Zimehmeiide Werthe 

von sin^ ff: 

1 

"2 

. 0 . 

+ 1. 

l 

»1 


00. 

.Vhnchiiiende Werthe 

von siu’ to: 

1 

. 1. 

0 , 

1 

IH|’ 

+ c». 

1 

4 ' ’ 


und sieht dann sofort, ilass 

n, zwischen — 1 und — P 

”2 .. 0 „ +30 

m, „ 0 „ +00 

OTj „ — 1 „ — 


liegt. Hienach gehüren hei heideu Sidislilutioneii die elliptischen 
Integrale dritter tiattnng derjeingeii Klas.se an, welche Legeudre 
Integrales ä parametre circuluirc genannt hat. (Siehe § 70.) 

Die wirkliche Transforinalidu der in Kede .stehenden Inlegralc 
ist nun leicht: nach einigen iteductionen erhält mau; 


Erste Substitution 

ep=: 


sin et Bin p 
+ 2 OOS a ctibß + COB- 


I /• dt 
>ß |l + U08 ß J 0 ff) 


ff) Jo 


( 21 ) 




1 — COS I 


I- * I 

.‘»in* ff) Ja) 


cos ß — CO0 « , CO8 ß ~ CO» ff 

I 4- CO» jj * I — C08^ 
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Zweite Substitution 

sin et sin i 

9 = 


( 22 ) 


Vi + 2cosa coH cos' 


j i r deo 

(i + eoö« J siu^oi) 


z/o> 


ta 

1 P doj I 

' 1— cosa / (i+mjsin'c») iJoi( 


-2 (1 — CO» a) (1 — cos ß) 

*** (1 + CU8 a) (cos a + co» ß)’ 

™ (1 + co» «H1 + CUB ß) 

(1 — cos «> (coa et + cos ßj' 


§ 75 . 

w ir werden uns nun in der Folge bei dem Winkel tß aus- 
schlies.slich der ersten Substitution, als der einfachereu, bedie- 
nen; bei dem Winkel ^ jedoch wird sich zeigen, dass die erste 
Substitution in vielen Ffillen unbrauchbar wird, und daher die 
zweite angewendet werden nius.s. 

lieber den bis dahin noch willkürlich gelassenen Winkel tß,„ 
welches der W'erth iles Winkels iß zur Zeit t = 0 war, wollen 
wir nun so verfügen, dass die unteren Grenzen der auf die Nor- 
malforincn reducirten Integrale, a„ und a>g, verschwinden. Als- 
dann zeigen die Formeln (19! mul (20) des vorigen §, dass inan 
bei der ersten Sniistitution iß„ = ß, und bei der zweiten Sub- 
stitution = « anziinehinen hat. d. h. also, dass man bei der 
ersten Substitution annimint, das Pendel begtnne seine Schwin- 
gungen aus dem tiefsten Puncte, bei der zweiten dagegen aus 
dem höchsten Puncte. 

Setzt man nun . 



sodass 

0 = am u 

ist, so viird nach (19) unter der Voraussetzung <Jg = 0 


n l/ 1 . 7/ CO » P -f cn» g 

-ig y 1 -F 2 cos a coB COR* ß 
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«der wenn man der Kürze wegen 

(23) 2 /f ~ ^ M 

r 2g r 1 -}-2co8aco9p-|-co8'p r g(cosp — coas) 

I = Jlfil. 


setzt. 


Bezeichnet man ferner mit T die halbe Srliwingungsdaner. 
d. h. die Zeit, in welclier das Pendel vom tiefsten Pnnete znin 
höchsten gelangt, so erlifdl man, weil nach (19) für tj) = ß, 

ff = 0, und für ^1» = a, ff == y ist, 

T = 

Demnach kann man auch setzen 


lind erhält 



I 



lU 

T’ 


ff 


= am 


T' 


Dies nun in (19) substitiiirt, liefert den Winkel tp als Function 
der Zeit ausgcdröckt: 

(24) cos = cos ß — (cos ß — ros a) siii’ am ~ 


Kt Kt 

cos ß cos’ am y+ cos «'sin’ am 

worin nach (23j der Coenicient j, auch den Werth 

K ., /fl (cos ß — coa a) 

r ~ r 2 rk' 

hat. In der vorigen Formel wächst das .\rgiinieiit der Amplitude 
um K, wenn t um T wächst, daher ist 


., K(t + 2T) 

n« ntn ' 

T 


und 


T 


. , K (T — t) . . •Ä’fT’+O 
Sin’ am — - ^ — - = sin’ am — 


Hieraus geht hervor, dass die Bewegung in der Art vor sich gehl, 
dass der Winkel tp genau in der umgekehrten Reihenfolge der 
Werihe von « bis ß abnimint, wie er von ß bis a gewachsen 
ist, und dass nach Verlauf der Zeit 27" immer genau dieselhen 
Werthe von periodisch wieder eintreten. In den .Moninilen, 
Wo i die W'erthe .iT, *7", ^T, .... hat, hat immer den gleirlieu 
W’erth; nämlich, da 
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siii‘ am .JA' = sin^ um JA' = sin* am JA' = .... = 


1+T 


OOS « 4" eus ß 


ist '§ 10. S. 27j, so ist dann 

cos = ~^Y+k- ' 

Man kann die Forniel (24) auf eine einfachere Gestalt brin- 
gen . wenn inan statt des Winkels it> einen anderen Winkel 
einfiilirt, der aus dein ersteren sich durcli die Gleicliung 

COS “ib 

J = COS 

coa p ■ 

ergiebt. Iteiiii sct/t inan aiisserdeiii auch noch 

cos a ^ 

=COS«.,*) 

COS p ' 


(25) . . . 
so erhält man 


Kt 


cos = 1 — 2 sin* J «I sin* am 


Kt 


oder 

(26) . . . . sin 4 = sin J a^ sin am -j, 

Ferner erhält inan aus (18) 


1 — cos*g, tsii^’^^i eos'^a, ^ sin* 4«i 


l-)-2cos«, -F 


-tcos'^a, + ti;’ß 


1 + ; 




COS* ß ' 4 cos* \ «I 

8^tzt man nun noch 

2cosl’^; ~ 

so wird 

A ^-= sin J a, cos /S,. 

Der Ausdruck (26) eignet sich gut zur Entwickelung in eine 
Reilie. Wendet inan die erste iler Formeln (21) § 65 an, so er- 
hält man 

_ ... I .. "il) 

e(?) 


CM a 

*) Dass ß stets ein echter Bruch ist» erhellt daraus, dass 
cos ^ — cos ff und cos (3 -f- cos a immer positive Grossen sind; das 
erste, weil ce ^ ß, das zweite, weil nach (15) für ein verschwindendes 
cos er 4* cos ß die Constniitc C, und daher auch die Geschwindigkeits- 
Coinponcnte u* unendlich gross sein müsste. Demnach liegt ß entweder 


rwisehen 0 und a oder zwischoii 0 und 7r-><r, Je nachdem tt 


< iL : 
> 2 


ist. 
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oder 


(27) 


sin 4 t, 


i“' 

' r CO» ß, 


sin .“y — y'q* sin 3 ^ y“ sin 5..^^ — 

1 — 2y cos ^ + 2y^ ros 2 y — 2y* cos 3 *( -J- 

Der Modul k ist in den meisten Fällen kleiner als der Mil- 
telwerüi j/^. Zuerst ist leicht einziLsehen , dass dies immer der 
Fall ist, so lange das Pendel nicht in die obere Halhkiigel ge- 
langt. Denn da wegen der Formel (25) die Winkel a und er, 
gleichzeitig den Werth 90*’ erreir-hen und überschreiten, so folgt 
aus der Formel für k, dass dasselbe sellist für a — 90* 
noch kleiner als y ^ ist. Stellt man ferner die Ungleichung 


d. h. nach (18) 


4 < 


4 < 

C08* ß — COS* « 

1 + 2 cos a cos ß + C08* ß 


k‘‘ : 


auf, aus welcher 

sin^ ^ + 2 cos « (cos « + cos ß) ^ 0 
folgt, so erhält man durch Aullösung nach cos a: 

cos « = — 4 cos /S (1 + |/l — 2 tg' /3 ) : 

f> — ■ cos (1 -F j/l - 2 lg’ ß)\. 

[< — i cos /J (1 — >/l — 2 tg’ ^ )J 

Daraus gehl hervor, dass der Mitlelwerlh k- ^ nur für solche 
Werihe von ß eireicht w enien kann , für w eiche tg ^ ist 

(also für ß ^ 35® 16'). Für einen jeden solchen Werth von ß 
giebt es dann zwei Werthe von «, für die k‘ = ^ ist, und nur 
für die dazwischen liegenden Werthe von a wird A’ > 4- J^i* 
fedgende kleine Tafel giebt für einige Werthe von ß diese aus 
der vorigen Formel berechneten Werthe von a ao. 


ß « d 


;)5» 

Ul' , 

11t» 

tl' 

114» 

0’ 

3Ü 

0 

100 

»3 

' 133 

5 

20 

0 

iW 

51 

! iöo 

40 

10 

« 


53 

105 

40 

& 

0 

IK) 

13 1 

172 

.55 
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•Man sieht hieraus, dass in der Tliat bei weitem in den mei- 
sten Fällen der Modul unter dem Miltelwerlli sein wird. Erin- 
nert man sieh nun desjenigen, was im § 52 über die Kleinheit 
der Grösse q gesagt ist, so leiiehtel ein, da.ss man immer nur 
wenige Glieder der in der Formel (27) enllialh'iieii (teihen zu be- 
rechnen haben wird, ja dass für die meisten zur wirklichen Be- 
rechnung kommenden Fälle die eiiirache .Näherungsrormel 

siniti-, = 

r eo» p, j _ tos ", 

vollkommen ausreirhl. 

Bei der zweiten Substitution erhält man aus den Formeln 
(20) und (23) 

t = -M 

J ~Io} 

*'o 

und wenn man = a, also o„ = 0 aimiimnt. 


Setzt man dann 




du 

^tt}‘ 


so wird 


('du 






a = am u, und u, = — 


Nun fanden wir oben (17) zwischen den Winkeln <J mid a die 
Belalioii 


also ist auch 


sin a 


COS a 

Jo ’ 


sin am u^ 

d. h. nach § 10 (17j S. 28 


COM nin u 
J um H * 


sin am «, = .sin am (u + K). 


% 7 «. 


Wir geben jetzt zur lliUer.suchuug des Winkels <p über, des- 
sen Ausdrücke durch a und a> in di u l'ormeln (21) und i22) § 74 
gegeben sind, in welchen nach den im vorigen § gemachlen An- 
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nahmen über den Anfangspniirt der Zählung der Zeit a, = 0 
und u, = 0 zu setzen i.st. Eis kommt nun vor .Allem darauf an 
die in jenen .Ausdrücken enthaltenen Integrale 


O b 

I - ■ — ~ und / 

(.1 + " ») j / ( 


J*<a dm 


I Je ^ (1 + •» ein’ o) -d» 

durch die Transceiideiite 77 auszudrücken. Das erste derselben 
ist schon § 20 ermittelt worden, nänilicli für 


« 

/- 


de 

Ja 


und w = — • »in^ 


hatte sich ergeben (§ 20. S. 72) 

88 , . . / 

Setzt man bei dem zweiten Integrale 
d<o 


da . ig ama „ . , 

{l+n»in*a)Ja ^ J am a • 


P d<o 


= u^ und m = — sin* > 


so Ist nach der Delinition der Transcendente 77 {§ 20) 

sin am b cos atn b J am b sin* m dm 


77 

Nun ist aber 




(1 + »i sin* «) Jot 


w ml 

/ J*fa dfo / 

( l -f- m Bin* oa) Jaa J { 


dca 

(1 m 81U* 0 ) Jto 


folglich erhält man 


/ A* sin* m dm 
(1 •4‘ m »in* m) Jm ' 


I, 


J*to da 


n(H^,b) 


-. + £:> i“.. ») 


cotff am h „ , 

“> --Är (29) 


£s ist ini § 74 gezeigt wurden. <lass die Legendre’sclieu Pa> 
raincter , «j , m, , entweder zwischen — 1 und — A* oder 
zwischen 0 und + 00 liegen, nämlich n, und zwEschen — 1 
und — A*, dagegen n.j und m, zwisr'hcn 0 und + 00 . Ails den 
lintersnchungeu des § 67 geht daher hervor, dass man zu setzen 
habe : 


Digilized by Google 


Akwhii. XX. L'eker die Bewegung des sphSrisckeii Pendels. $ 76. 305 




4 


», = — k‘ siii^ am (ia, + A’i, m, = — A* sin* am ib, 

«2 = — »in* am ia.jt oij = — A* sin* am (ib.j + Ä'). 


Nun waren aber sowohl und aueh ^ und 

a, w, »2 Wj 

gewis.se Werthe von sin* ff und .«in* a, d. h. von sin*»m u und 
sin* am u,, welche demselben Werlhe von i(i zugehörten. Ausser- 
dem fanden wir, da.ss 

»in* am u, = sin* am (u -|- A') = sin* am (u — A') 


ist. Hieraus folgt, dass die Jacohi’srhen Parameter ?a, A' und 
ibf, und ebenso .'nn'li ia.^ und tö; -f- A', mir um die Grösse A' von 
einander verschieden sein können, jlass also 
»I z= ö, und Oj = bj 

sein muss. Dies hestötigl sich mm auch sofort , wenn man aus 
den Ausilrficken (27) und (22 i für die Grössen n und m durch 
a und ß die reellen Werthe der elli|Hischen Functionen der Pa- 
rameter a, , Oj , ö| . öj mit dem com|ilementären Modul A' durch 
a und ß aiisgediTickl herstelll. Man findet dann, mit Henutziing 
der Formeln für dii‘ Argninente iu (S. 23) und iu -f- A' (S. 28 , 
mag man voii den Grössen n oder m aiisgeheii, dieselben Aus- 
drücke für b, , ö, , wie. für n, , a^, nämlich die fuigenden: 


(30) 


. , , ,, (1 — codo) (I — cnsä) 4A* Bin' 4 o ain* 1 fl 

sin* am (a,,A ) = ' — r _ i je 

' ' t -^-Zfoso cosp-f-co«’a (cu«' p — coa'o) 

., ,, ( I -4-eo8a)(cnsP-t-co8tt) 2A*cos*4o 

cos- am la,, A I = - i „ - - T , = r=r: 5 — - , 

' I -^iconacoHp-f-cos'tf **(co8p — ^cosaj 

yflnm (n 2t» C OS» \ ß 

' *' 1 -|-2cos«co 8^-|- cos*j5 coaß — cos« 

. /** 1 4- 2 cos «CO« Ä + cos* fl C0H»fl — cos*« 

Slirqm l«^,Ar = — x = 4i» ti »iä • 

' * (1 -f-C08p) (1 -f-COS «) 4 ä*C08*^«C0«*^P 


ros’-^ am («j. k'j 


(I — C08^)(cOS^4~^‘^<*) _ COR cos«) 

( 1 4 -eo 8 ^)( 1 -J-coö«) 2cus*4<* 


I yf! In T C08g)(cO»P-Fc.<l8g) J g (cOB P-|-C08 g) 

I \ ’i* > (l-|-cosa) (I ) 2cos* ^ 

Ha nur die Ouadrate dieser^ elli|iti.«chen Functionen gegeben 
sind, so können diese seihst als positiv angenoniinen werden; 

dann liegen am (a, , A') und am (a.j, A'i zwischen 0 und also 
a, und a.j zwischen 0 und A’'. 

Setzt man ferner in der Gleichung 28) für a resp. räj A' 
l>«rt‘ge, Kunclloneu. 20 
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und iVij, und in (29) Tür b resp. in, und ia, + A', so erhält m.'iii 
mit Uerüeksirlitigung der Forinelii (12). §8 und (18) §10 


W 


fie 


»iu*«) Ja 


Jnmj n ^.k'^ . 

A'** sin am p/ , eos am {a , ,k*) i I 


» + • iTf 



= M + I 


»in am f«j. A’^ A'^) 

äJ am (rtj, A'*) 


// (m, i«j) 




. s5i ««fn^.A'*) J rtmffln. A'*) „ / , 

ti -j. I — i _ n(u,,ta„ + A^J. 

' ensnm(«j,*) \ l' i / 


SulistiUrirt man nun diese .Ausdrücke in die Fnmiehi (21) 
und (22), nachdem mau rurher die Cot'Flirieiiten der- 7/ mittelst 
(30) durch a und ß aiisgedrückl Jial , so crliäll man für den 
Winkel , (p die fidgeuden Werlhe: 


• Krste Suhslilution 


2^ gK . 

fp “ f— — ^ + /77 (o, tu. -|- k') + i 77 («, i«.,). 

Fl+2cosac<is^+eo»»^ I i t \ 


Zweite Sulistitution 
sin r 

2 

<p = - 


2 -r— ^ U 

sin a 


y I -f.2eo«n cotiß -J“ eoa*^ 


— |77 («|.i«,) — t'77 («,, irtj -p Ä'J. 


Diese Ausdrücke zeigen, warum die zweite SulisliliiHou der 
erstell vorziizielieii ist. Da iiäiiHirli ß entweder zwisrlHui o iiuil 
a oder zwischen o'tiud jr — « liegt, je iiuchdem a kleiner oder 

grös.ser als ist, so ist stej.s ein dnechter nriirh. ^.iherl 
2 Stil p 

sich ß der !SuM, so wird das ei>le tilied sehr gi'itss. Für ß n 
abei- wird wegim der fMirmelii (.30 


also 


siii um ( 0 |. k') — II, 
ros um («,. k') = 1, 


n, rr-l o. 

es geht daher 


sin um (dj. k') = 1, 
cos um [a.j. k') = o. 

(I, = A''; 
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. II (m. m, + h') in II {u, K) 

n [u, ioj) iii n (u. ill') 

filier, von welchen (Irösseii die erste .Nidl, die zweite unendlirli 
gross ist (§ 20. S. 72). Ileniiiarli wird der erste Ausdruck von 
(p für ß == u uiiliesUinmt und erscheint liei kleinen Werthen 
von ß als der linlersrhied zweier sehr grosser Zahlen. Anders 

verhält .sich der zweite .Ausdruck für qp. Hier ist stets ein 

.. Bin « 

echter Uruch, und da 

li [u. o) = i., II (u. K + lA ") == 0 

ist, so verschwinden für ß = o alle drei (Glieder. 

Wir werden daher ini Folgenden aus.schlies.slir|i den zwei- 
ten Ausdruck für <p anwenden. Iin vorigen § ergab sich 

“i ~ ” M' 

da min auch ü = war, worin freilich die Zeit / einen an- 
deren Anfangspnnct der Zählung hat, so wollen wir von jetzt ah 
unter u den Ansdrnck 


t 

M 


oder 


Kt 

f 


n für «, schreihen. 


nanu erhal- 


verstehen , und deingeniäss 
teil wir mit lien'icksichtignng der Ifeziehnng 

. H [ — u, a) — II [u, a) .. 

<P = -r V, T + + + 

8ina r I -|-2cosa cosp -f* ro8*p ' 

Darin kann inan dem ersten Gliede nin-h verschiedene andere 
Formen gehen, iitdcin man die rileichungen (IS), (23- 

Af = = 2 l/^ l/ 6 + 7 / -’C ~ 

* r 'ipt 1-l-f eoKCf eo.s0-|- cüs^P f — coso) 


■ipf 1 + 

k = 7 /. 


coS*ß — eö»*a 


t -|-’i cosa COB^ t'08*P ’ 

sowie die Kezieliiingen (!l . (10), (15), in welchen = « zu 


setzen ist. 


... , ■. te ,/Zo »in« sing 

f? = Tn = sin « ^ 


beiuilzt. Si'hreiht man iiänilich der Kürze wegen 


20* 
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(3)) ip = Pl + iIHu,ia^] + ill{u.ia., ^ K ), 


so niiiiiiit P die folgenden P’onnen an: 

2 sin ß 


(32) 


P = 


K 


sina KfHF 'ivoaa OOS coa*p ^ 

— t/?? 

^ ^ sin al^ coi 


cf^cos p+ cos or 
28111(3 kh 

glnaVcoA^ß — eos*a ^ 


^ 9^«- 


Wir wenden nun ferner auf die (ileiehung (31) die Helalioii 
(1) des § C4 

n («. «) = uz («)'+ i log 

•“ Kt " 

an, iiiilein wir ziigleieli ii = -y, setzen; dann wird 


9 — P + ' l'“i) + ' ^ ^ ('“2 + ^ ' 


+ 


i ' l-'g 


fi(u — üi,) W(« — i»t — X ) 
Ö(H-|-üi,) ©(u-l-ö/j-f-A'} 


Hieser Ausdrnek bestellt aus zwei Tlieib.-n, einem periodisehen, 
lind einem, der mit der Zeit proportional wäelist. Hm die Be- 
deiitnng des letzteren einziiselieii, liezeieliiien wir mit 4» denj«’- 
nigeii Werth des Winkels g), welrlier der Zeit T enUsprielit, d. Ii. 
denjenigen JVinkel, welrlien eine durch das Pendel und die Ver- 
tlrale gelegte Ebene hesclireiht , während das Pendel vom liöcli- 
sti'ii zum uäciistfolgeiiden niedrig.sten Puiicle sich bewegt. Setzt 
man aber i ~ T, so wird u r= Af, und da mm 


77 (A-, «) = A Z («' 
ist '§04. S. 2,'i2), so erhält man aus (31) 

<p = PT iA'Z(iVi,) + ihZ{u(.i + A';, 


und mit Hülfe dieses .Ausilriicks geht der vorige Ausdruck für tp 
in den folgenden über: 


(33) 


9 


I + 


log 


f^(u — r'rtjt ^(m — öxj — K) 

Ö0-+ la,) Ö(tt-|-iUj + A't 


llieser Ausdruck isk in Verhiiidnng mit dem, was im § 75 
über die Besiliaflenheit des Winkels ^ ermittelt worden ist, ge- 
eignet, eine VorsU'lliuig von. der Bewegung des s|ihäciBclien Pen- 


Digitized by Google 


Abschii. XX. UehtT <iie Bcwpfrunf; des sphäriNclien Pr.mlels. ^ 76. 309 

del.s /.u gewälircn. iNar.h ^ 62 lial dfp Function @ die folgenden 
FigenscliaOen 

© (« + 2A^) = © {« — 2A'i = © (ö) 

© (« + A-; = © (« — A ). ' 

lieiniiat'h versdiwindel das perioilisclie Glied de* vorigen .Viis- 
dnieks für u — o, =K, =2K, = 3A', eie., und mau erhall 
hdgeilde eul.sprediemU'ii Werihe von t, und <p 

t = 0. = T, ^ IT, = 3r, = AT, .... 

i> = a, = ß, z= a, ß, = « 

<p =rz 0. = 0, = 20, = .■{0, ~ 40 

Selzl man ferner l -f- 27’ für /, also u + 2A" für u, so' bicibl 

das peiimlisdie jllied ungeünderl, während das erste Glied um 
20 wächst. Kezeidmet man daher mit (/ und tfi (/) die zur 
Zeit t staltliudenden tVerthe der Winkel qp und so ist 

qp (/ + 2T) = 20 + g) (0. 

während gleichzeitig nach § 7f>, 

t t + 2T) = tl> {I] 

ist. Daraus erliellt, dass die Uahn dt« s|ihärischen l'endels aus 
fortwährend sich wiederh(denilen congriieiiten Tlieilen besteht, 
welche tien Zeitnilervallen 

o ... 27-, 27’... 4T. 47’... 6T, etc. 
unti den Winkelintervalleii 

0 ... 20. 20 ... 40. 40 ... 60, etc. 

entsprechen. W«nu ilaber 0 in einem rationalen Verhältnisse 
zu * steht, so winl das Pendel, nachdem es eine .\nzahi jener 
cougrnenten Tbeilc durchlaufen hat, wieder zu dem Ihinct zu- 
rückgelaiigeu , von w elchem ns ausgegangen ist ; sind aber 0 und 
3T incomniensurabel, so erreicht das Pendel seinen Ausgangspunct 
niemals wieder. 

Setzt man ferner 27’ — t .statt I, oder- 2A' — u statt «, so 
nimmt tias periodische Glietl den entgegengesetzten Werth an. 
Demnach ist 
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(2T - r) = 2<I» - (/): 

da min gleiclizeilig 


Kiff 1«. 


t {2T - 0 => (<)', 

,M) lieslfht jeder der Vorhin erwälinten coiignicnlcn Theilc wie- 
deniiii ans ziiei (uiiigruenlen Slüi^ken, die jcdoeh eine enlgegcn- 
geseUle Lage zu einander lialien. ^ 

In Fig. 19 ist die l’rojcclion eines 
Tlieiles der Bahn des s|diärisrhen l•ell- 
dels auf eine riorizonlalrhene darge- 
slellt. Die l'iinrte 0, 1, 2. 3. 4, clc- 
entspreelieii den Zeiten 

0. T, 2T, 3T, 4T... 

den Winkeln 

^ ~a, = jj, = «, = ß. = a.... 
.sodass 

.T/0 = iU2 = M-i =2 ... = r sin «, 
,W1 = .V3 = .W5 = . .. = r sin ß-. 



endlich den Winkeln 

= 0, = «P, = ' 20 , -- 

»Ml = 1M2 = 2MS 


sodass' 


3<P, — 4<P = . . . , 
: 33/1 = ...==0. 


Von hesüiiderer Wirhligkeil für die Kenntniss der Bewegung 
des sphärischen l’endels ist die l'iitersnchung, ol) der Winkel 0 
grösser mler kleiner als ^ * ist. Ks wird iin Folgenden nach- 
gewiesen wei-den. dass er itniner grösser als ist. Damit 
ist daiui zugleich gezeigt, dass der höchste l’unct des sphärischen 
Bündels auf einem kleinen Kngelkreise in der Itichtung der 
Bewegung vorwärts schreitet. 


§ 77 . 

W'ir gehen zunächst dazu üher, dem .\usdrnrke für den 
Winkel <P 

0 ■ PT + ih'Z iA'Z da., -f- A') 

eine reelle F'orm zu gehen. Dazu dienen die F'ornieln (!' und 
(8) des § 09. S. 27t; und 27S.) 

iZ im) -- — tg am (u, k'} M tim (u, A'; + ■ . + Z (w, 1/ ) 

« A A 
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. ... — k* tina>H(u,Jc') vosam{u,k') mt , . 

i2 [iM + A ) i - .j. .-—7 + Z (m, k 1. 

' ^ ‘ ^amiu,k) ' 2AA ' 

"Mil ihrer Ilfilfe eilifilt man; 

0=PT — K fg am {oyk) A am {a^,k' 


+ 


2A" 


ATA^* sin am{a^,k 1 co.Sflni(rtj,A*) 
Jam (rtj, A') 


+ KZ (a,. k'] + KZ (nj, k'). 


und wenn man die heulen Functionen ^ vermiUclsl des Additions- 
Iheoremes der zweiten Gattung (;C) § 61) vereinigt, 


(34) 0=PT - Kt^am{a^,k'jAam[a^,k')- 


AA' *810 am{ft } ,A’*) OOS nm in^.k' ) 


+ k '* K »in am [a^, k'] sin am (o.^, k’] sin am {a^ + A ) 

+ + A-Z fa, + a„ A')- 

nierill kominl nun da.s Argument a, + a.^ vor. Die einptiselieii 
Fiimliunen de.s.selhen kann man mit ilfiire der Fundainenlairor- 
nieln 1^25) § 27 aus den Formeln (30* ahleilen. Man eilud.t 
dann : 


, ,. A , /cosß-l-cosa 1 t|r' J d. 

sin am (a. a,. k ) = ,, T/ ■ ^ iv . i\a 

' ‘ * ' kr von ^ — eus a 1 — lg'4“tK’}P 

cos am [a^ + a,. k') ; 


•g i 




•cos COStt 


lg’\atg\iß 

l-tfr*)« 


coaß—coaa I — 

. , , I,, , , ,/cosfl + cosa . 1— tp'Jp 

A am (a, + Oj, A ) — A lg 1 a 1/ — • r » . . V i «■ 

* * ^ ^ * f COH p CO.S ff l - tg* 4 “ t|T* Iß 

welche Ausdrücke sich mit llüirc der llclationcn: 


cos’ .J a cos’ iß + 2 « iß ~ 

cos’ ‘nt cos’ iß — sin’ ^ a sin’ i ß — 
auch in folgende iimwandeln lassen: 


1 + cos a cos ß 

j 

cos « cos p. 


35J 


sin am (a, -f- Oj, k') == 
cos am (a, + a^.k ) = 
Aam (a, -f a._„ k'l = 


A t + COS a cos ß H- COS« cos^ 

^ J^cos^ — co 8 *a J^r + 2 cos tf c08p-|-co»*a 

k sin ^ cos a s in/? cos g 

^ ^cos*|3 — co8*o -f-'Jc9saeos^-|- co8*g 

^ sing cos ^ siiiacosß 

VcoH^ß — co5*g + acos ß cos*|> 


Brückt man min mit llölfe dieser Formeln uud der Fnnnelii (30) 
alle in (34) vorkommendeii elli|)tis<'lion Fmirlioneii von a, , 
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iiml », -f <‘2 durch a und ß aus und vereinigt diese Ausdrücke 
mit dem ersten Glicde PT, welches nach (321 den Werth 

' PT = 2**'ü*"? 

” sin a y cos* ß — cos* a 

hat, so. erhält mau iir seiner ciurachsleii reellen Gestalt Toi- 
gendermassen : 

(36) * = +Jil + I + *•), 

rco8*p — cos’k 2A ' V I ■ 7' 

worin man dem ersten Gliede auch die Ferm 

■ /c'A' tg « ros am (n, + Oj, A') 

gehen kann. Daraus ergieht sich auch sorort eine neiheneiit- 
wirkehiug für 0, wenn man die (13) § (K) gegebene Reihe'für 
die Traiiscendente Z 

/ 

„ r \ 2* I « , HU , g' 2xm ff* . 3»1I , I 

^ 1“) = Ä- Ir^* A- + A- + l-g» A' + • • 1 

anwendet, nämlich 

0 _ *A ainß sin« irf«,+n,) 

Fcos*(l -To»*o 2A"' _ ^ 

,tHX ) g’ ■ «(ff|.+ «i) , ?•* .,i„2»(a, + ff,) 

-h sin sin — 

+ F-Y*'"' +•••}• 

Qeniitzt man hingegen die aus der Jacobi'srhen Kiinclion hervor- 
gehendc Keihe (§65 S. 261). nämlich 


/(«) =• l’ 


na 

q Sin jr 


- . . *2ntt . Ht o • 

2q^ sin ^ + 3/ sin — 


Ä' , ft I ft I ft t, 8«« , * 

1 — 2y ros — + 2v‘ cos 2q^ cos +... 


so erhält man 


0 

Fco«* ^ — cos* a *iA 

q siM — — 2yjsin + 3?” sjii 


^ _ 

1 — - 2y cos — ' ' + 2? ^ cos — ^ 2q cos - 

A “ A 


3a(n,- f-«i) 

^ A' 


A' 


Dini' 


Ahsctin. XX. lieber die Bewegung des .spliiii'isclien Pendels. §78. Ul 3 


§ 78 . 

-4)er im vorigen § erniitlelte Ausdruek für 0 soll nun ittich 
dazu beniiUt werden, die Natur dieses Winkels nälier zu uiiler- 
surben , indem gezeigt werden soll , einmal , da.ss er immer gleich 

oder grösser als istr und zweitens, dass er, wenn ein bcstiiiiin- 

Icr Werlli von a festgelialten wird, desto grösser ist, je grösser 
fi angenoininen wird. 

Suchen wir, um dieses zu zeiget^, zuerst den Werth des 
Ausdrucks (36) 

(37) = k'A' tg a cos am [a^ + a,, k'j + 

+ AZ (n, + oj, k’) 

für ß — o auf, so ergicht sich, weil aus den Formeln (35) 
a^ + Uj = k' für ß = o folgt, und Z {K\ k') = o ist (§ 60. 
S. 235)i alsdann 



Wenn nun gezeigt werden kann, dass bei conslanl angenomme. 
neni a der Iliffercntiah|uotient 


immer einen positiven Werth besitzt, so werden damit die obigen 
Behauptungen erwiesen sein. Es könnte als ein Widerspruch 

erscheinen, dass wir hier füi' 0 den Werth * bei versebw inden- 

deiii ß linden , während wir früher im § 76 sahen , dass in die- 
sem Falle der Winkel jp den Werth Null hat. Allein es kann 
leicht gezeigt werden, dass <las im Allgemeinen periodische Glied 

des Ausdrucks (33) von <p für /J = o den Werth — ^ -f an" 
nimmt. Da nämlich, wie wir .schon 76 sahen, alsdann 


a^ = o„ a., = A' 


ist , .so ergicht sich 


(p — y, / -F J I I g . 


aus dpr Formel 
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II (u, a) = u Z{a) + i log 


(u — a) 

s («4“ 


ah«' erhäU man, weil U (u. A' + iA'') ^ o isl, (§ 20. S. 72) 




Pf« — (A '-l- !«•')) 
©(«+(A-fiÄ')) 


^ = - ttZ[A' + ik') 


fH 

= 2A "• 


wie ans der Formel (4) ’§ 89. S. 277) für Z [ii ik’’) leicht 
gefolgert werden kann. Hemnach ist in der Thal , wenn noch für 

u sein Werth ^ subslilnirt wird. 


n t n t . 

Um den Diirercntiah|iiotieuten auf dessen Zeichen alles 

ankomnit, zu entwickidii, miisseii wir zuerst dem .Ausdrucke (37) 
eine etwas andere lf<'slalt gehen. Fidirt man .statt der Function 
Z die Function E ein, indem nach Formel- (14) §60. S, 234). 

Z (h) = J? (u) — ^ u , 

also auch- 

Z (a, + a,. k') = £(«,+ Oj, k'] — ^ (a, + a./; 

Ist , so erhält man 

0> = k'K lg a cos ap (a^ + a,, Ar') + 

+ KE (a, + a.„ k'}, 

und wenn man die im § 68 hewiesene Itelalion 
K'E + KE' — KK' = I 

anwendcl , 

= k’K lg K cos am (a, + Oj. Ar') .-}* (a, + a.j) (E — K) 

+ KE (a, + a.^, A'). 

Hierin ersetzen wir nun das .Argument a, + a, durch die .Am- 
plitude, indem 

am (a, -f- a.„ A') . = O 

sei, dann wird mit .Anwetnhing der I.egeudre’.schen itezeichnung 
tp = k' K tg n ros a {E — K) F (<J, A': -|- A A', [a, k'}< 
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Dieser AuMlnirk soll nun vollsländig.Darh ß diflerenlürt er aber 
als ennstant belraclitet werden. Daun kann man setzen 


(3S) 


d0 rd' da r# d(k’*) 

■ • • Iß ~ ^ ~ß~ • 

indem man bei der DilTerentiation narb k"‘ zugleicli auf die Ver- 
äuderlirhkeil von K und E Itüeksielit nimmt, und- zeigen, dass 
beide Glieder des vorstehenden .Ausdrucks positiv sind. 

Aus den Gleichungen (35) folgt 

- , , . 14>cotacosS 

ff = am ia, -f- a., k ) = -arc tg — - — ^ ■ 

' * * ” sin p cos a 

Durch Diflerentintion nach ß erludt man daraus 


da i* cos a - 

dß ~ k * cos ß — cos rt* 

diflerentiirt man **b«*nso 

^'2 1 + 2 coH a COS ^ COS* o 

““ 1 + 2 cos « cos ß -j- cos* ß ’ 

so erhält man 

rf(Ar'*) ^ . « co8*a (cosof -|- cos p) *4“ "f" cos of cos^) 

dß *'*** ^ .. (l 2 cos a CO» ß + coa* jS)* , ' 

diesor Aiisdnick ist immer j»osiliv. 

Nun erhält man ferner 


^ - A'A'tgffsinff - A'^ (ff. *'): 

siib.stituiii man darin die (35) gegebenen Ausrirficke für sin ff 
und ^ (ff, k'}, so findet man ' . 

" k'K tg a (A' — .A’l f'cos’ ß — cos* a 

da Fcos* (3 — cos» a kainacoaß 

Nun ist K — E eine positive Grösse, ilenu drückt man dieselbe 
durch ihre Integrale aus, so ist 

n n ■ n . 

0 n 0 ' 

mithin positiv, weil die unter dcmi Integralzeichen Stehende* 
Funetinn innerhall) der Inlegrationsgrenzen mir positive und end- 
liche Werliie annimnit. iVeim daher a < ~ ist, so wird smvold 

^ als auch negativ, also das Product f— — positiv,. I.sl da- 

CO ap Co aß * 
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gfgt!ii « > -j. so kann mäii dasselbe Produel in folgende Ge- 
s4all bringen 


ilv _ tc* ^»in« _ 

da dß “ Ä''(cos0-e-cosK) y CO»' ß ~ CO»' a 


k' J 

k''{coaß — cus a) 


+ (A' — E< eos«Kcos*p — 

k sin a cos 

^ K (cosp-f- cos «) ( 1 cos a co s ß) 
^sinacos^/ l-f*2cosa cos^>f-cos*ß 


C08*0 

ß ^ 


t . 


AsinircosP ' 


in welcher das^ersle Glied immer, mul das zweite Glied gerade 
dann positiv ist, wenn « > l*'-‘»*nach ist erwiesen, dass 

das 01*816 Product des Ausdrucks (38) immer eiuen |>ositireii 
Werth bat. 

Die nilTerentiation nach A’’ liefert 


dt A' tg crco« s 

~ 2 *’ 


+ A' tg a cos ff 


dK 

dW) 


+ 


F{C,k’) 


d{E-K) 

rf(A'*) 


+ 


(E-K) 


df'ia.k'T 


+ A’i ,ff. 



+ 


,, dEj{o,k’) 
* ’>(A'») ■ 


Zur Kediiction dieses Ausdrucks benutze man die iu § £8 
al>geleileten Formeln 


dK jr _ Ä . 

rf(A'») 2A» 2A*A'«’ 

__ _ X 

~~ 2A'* 2A*iT« 

ferner 

?y(a.k’)"_ A,(g,A') 
*iA»A'« 


d(E-K) E 

d(y') 2A’« 

A* _ K — E 

' 2A * 2*'* ■ ’ 


F\o,k') 9ÜI 0 cos c 
~2A^ ~ WJ(e^k'l 


dE,{e,k') A|(b,A’)— A'( o,A') 

■ätA**) ““ 2A'* 


*Stibstitulrt man diese Ausdrücke und ordnet nach den Factoren 
E und E — E, so beben sich die iu E nudtiplicirten Glieder 
auf. und die anderen geben 

■^A* — £) sin ^ ^ /cos ß -f- cos a 

sin« cos^ r cos|J — ct»a « 
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Dieser ..Viisilnirk ist nun stet« positiv, ebenso war e.s aurli 




folglich hat auch »las zweite Pro*luct ?omit ^ 

stet« einen positiven Werth. 

Da nun iler Winkef (Tir ß ~ o »len Wtrth *- hat un»l we- 
gen »les sti'ts imsitiven rUITerenllali|iiotient);n mit wachsen»lem ß 
ehenralls w ächst , so i.st nicht allein sltUs gli'ich o»ler grösser 


als .somleni auch (lt;slu grösser, je grösser bei festgeballenein 
a der Winkel ß angeiumiinen wiril. Hieraus ist aManii ersicht- 
iich, (lass »las sphä risc he Pe n »I el be t jed er Sch wiiigu ng 
einen Ausschlag nach der Seite »I e r lie weg un gsrich - 
tting hin ina^ht, und dass dieser .Ausschlag desto 
grösser ausfällt, je grösser die kleinste Ablenkung 
von der VerliCallinie im Vergleich zur grössten Ab- 
lenkung ist. 


Einnndzwanzigster Abschnitt, 
üeber Fuuctioueii einer cninplexeii Variablen und die 
'Vieldeutigkeit bestimmter Integrale. 


§ 79 . 

Unter »>iner complexen Grösse versteht man eine Grösse 
von der Form 

X + >y. 

in welcher x und y reell , und i f/ — I ist. Die Bezeich- 
nung complex in dieser engeren Bedeutung ist erst s»‘it Gaus« 
in Anfnahme gekommen: frfdier verstand man damnter jeden 
irgendwie aus ungleirhartigen Theilen hesteinmden Ausdruck.^ 
Setzt man 

•»■ + »y = 
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und nimmt man x und y aU sti-tig veränderlich an, .m nennt 
man i eine stetig ver.änderlidie com|iIexe Grö.sse. 

Als das geouielrische Rild einer reellen Verämlerheljun be- 
trarlitel man bekanntlich eineu auf einer feslen Geraden (der 
Abscisseiiaxe) sich bewegenden 1‘uuct . indem jedi'r reelle VVertli 
der Veränderlichen durch den AlislantI des heweglirhen l’unrtes 
vuu einem festeu rnucte (liem NnHpuuclej dargesb-lll wird. Als 
das geometrische KHd einer coni|de\en Variablen betrachtet man 
dagegen einen auf beliebige Weise in der Eliene beweglichen 
Pnncl, und zwar .so, dass in jeder Lage desselben die Werthc 
der beiden reellen Variabein x und y. von denen der Werlh der 
com|dexen Variablen z abliängt, durch die rechtwinkligen Gnor- 
dinaten des Punctes dargestellt werden. Danach wird durch jeden 
reellen Werth von z fhei welchem also y o) ein Puiirt der 
Abscisseiiaxe, diireh jeden rein imaginären Werlh, d. h. 
diirrh' jeden Werth von der Form i y (bei widchem also x = o), 
aber ein Punrt der Ordiiiatenaxe hesliinmt. Ferner entspricht 
jedem beliebigi'ii Werthe von : jrgendwii ein Pnncl in der Ebene, 
und umgekehrt kann zu jedem gegebenen Piiiicle der entspre- 
(diende Werlh von i gefunden werden. Giebt man der com- 
plexcn Variablen <lie Form 

z r (cos (p -|- I sin <p ) , 

so stellt der Modul r die Entfernung des Punctes vmn .Null- 
puncte (den Radius Vector des Puncis), und fp die .Neigiuig 
des letzteren gegen die Abscisseiiaxe dar. Man kann daher auch 
sagen, dass durch eine complexe Grösse eine gerade Linie ihrer 
f, äuge und Richtung nach dargestelll wird, nämlich die von 
dem .Nullptincle zn dem darstellenden Puiicle ITihrende Gerade, 
oder avich jede der felzleren gleiche und iiiil ihrilirert parallele 
Gerade. . • 

Daraus ergiebl sich leicht, dass ilie Snnnne zweier complrxen 
Grösseti 

‘ j + — a-j + x^ + i fji, + I/,) 

diejenige Gerade dar.stellt , welche von dejii Nulipiincte nach dem 
vierten Eckpnurte des Parallrlogrninnis hinfiihrl., de.ssen Seilim 
die durch und dargeslelllen GeciHlen sind. Ebenso erhellt 
b-icbl . dass die DilVerenz zweier roinplexen Werthe 

•j - -'i = - -'i + ' •.Ul Vt. 
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die Gerade ihrer Länge und ßielitung nach (von nach t.p 
darslellt. 

Da der .Modid einer rom|>lexeu Grössie die absolute Länge 
der durch die letztere dargestelllen Geraden' angieiit, so vertritt 
dersellie gleirhsain die Stelle eines absoluten Werthes der com- 
plexen Grösse ; wenn matt daher mehrere coniplexe ^^'erllle ihrer 
Grösse nach mit einander zu vergleiHieti hat , so muss man die 
Werthe ihrer älodnln dabei in iletraeht ziehen. 

Wenn die complexe Variable z eine Keibe stetig auf einan- 
der folgender Wertlie annimnit , so durchläuft der darstellende 
F’unct eine in einem nmmterbrorhenen Zuge fortgehende Linie. 
Ila' die Veränderung von z durch zwei gänzlich von einander 
unabhängige Variable, ,r und // oder r und <p, bestimmt wird, 
so k^nn man sich die Veränderung von z in jeder beliebigen 
Linie vor sich gehend, denken. Itabei verdicut be.sonders hervor- 
geboben zu werilen, dass es zur Stetigkeit der Veränderung von 
: durchaus nicht nothwendig ist, dass die von dein beweglichen 
Puncte beschriebene ünie eine nach einem und dein.selben ma- 
ihematLschen Gesetze fortgehende täirve sei, sie kann vielmehr he* 
heilig ans versciiiedenen geraden oder krinmilen Linien zusam- 
mengesetzt sein. Ilainit die Veränderung von z stetig vor sieh 
gehe, ist nur erforderlich, dass die Linie einen ununterbroche- 
nen Zug bildu. Ks scheint für das Folgende nützlich zu sein, 
dieses an einigen Deis|iieleii näher zu erläutern. Henken wir 
uns. die V'ariable r beginne ihre Veränderung mit dem Wertbe 
z = o und gelange, nachdem sie eine lleihe von Wertben durch- 
laufen hat. zu dem Wertbe ib. welcher durch den 1‘iinct B (Fig.20) 
auf der Ordinalena.ve dargestellt werden 
möge, indem die Futfermmg OB = b sei.. 

Dann kann die Variable : (so drücken wir 
uns kurz aus, anstatt Zusagen: der beweg- 
liche Punct. welcher ib'ii jedesmaligen Werth 
der 1 ariablen z darstellt} auf sehr verschie- 
denen Wegen von 0 nach W gelangen. Erst- 
lich möge sie die gerade Linie OB durch- 
laufen, dann bleibt x rnnstant =o, während y nach und nach 
alle reellen Wertbe von o hiij.6 auuimmt. Zweitens durchlaufe 
die Variable r die aus den drei Seiten eines llechlecks Iteslehende 
gebroclu'iie Linie OACB, hei welcher OA -= « sid. Dann ist y 


Fijj. 20. 
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von 0 bis A ron.statil = n, iiiiil a; wächst von o bis a; alsdann 
bleibt X auf dein Wege AC bei dem ertnngten M’erth a stellen, 
und y wächst von o bis b, endlich bleibt 
' von C bis B nun y constanl = b , und x 
iiiiiiiHt von « bis 0 ab. Drittens inAge 
die Variable r ziiei-st auf der AbscLssenaxe 
von 0 bis R fnrtgehen (wo OR = b) und 
dann den Kreisbogen RR bescbreibeii. Setzt 

i man für diesen Fall 

Ol A Jt , 

z = r (cos <p I sin <p), 

so ist auf OR zuerst g> cuiistaiit =o, und r wächst von o bis 
b, alsdann bleibt r auf RR constant =A, und <p wächst von o 

bis . l'ntersucheii wir als ein letztes Beispiel noch den üaiig 

der reellen Veräliilerlicheii , während der liewi-gliche l‘unct fid- 
geiiden Weg bcsclireibl: Kr gehe zuerst von eiiieni l'uncte n 

auf der-Abscissenaxe bis zu einem in der Nähe des Nnllpunc.ti*s o 
liegenden Piuicte b .Hg. 21), beschreibe ilann einen ganzen Kreis um 
0 mit dem llalbnie.<s(‘r oh — Q und kehre 
wieder von b nach n zurück. Es sei 
oa = a \ setzt inan z—r (cos ^ -|-i sin ip), 
so ist während des Weges ab ilie Va- 
riable (p constanl = o, und r iiiinnit 
von a bis Q ab. .Alsilanii bleibt wäh- 
rend des Dnrchlanfeiis der Periphe- 
rie des Kreises -r constant = p, und qp 
v>ächst von 0 bis 2* (wird der Kreis in 
entgegengesetzter Richtung dnrchlanfeii , so ninimt von o bis 
— 2ar ab). Endlich, walirend die Variable von b nach a zurnck- 
kehrt, bleibt constanl = 2jr. und r wächst wieder von p bis a. 

Man sieht ans . diesen Reis|iielen , dass zwischen einer coiii- 
plexeii und einer reellen Variablen ein sehr wesentlicher lliiier- 
schied slaltfindet. ,Währeml durch zwei bestimmte Werthe einer 
reellen Variablen die Reilie der dazwischen liegenden Weiiln-, 
welche die Variable annehmen muss, um von dem ersten zum 
zweiten Werlhi* zu gelangen, sciion jpiitbestinnnt ist, ist dies hei 
einer complexen Variablen keineswegs der Kall, vielmehr giebl es 
unendlich viele Reihen stetig aufeinander idlgender Werthe, welche 



Kig, 20. 
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von eiiicni )(esliiiin)lcb Werthe einer romplexen VarUblen zn 
einem anderen bestiniinten Wertlie liinfnhren. Geometrisch aus- 
. gedräckt heisst dies': Eine reelle Variable kann nur auf einem 
einzigen Wege von einem Wertlie zu einem aiideren gelangen, 
nämlirh nur auf dem zwischen den beiden entsprechenden Punc- 
ten liegenden Stücke der Abscis-senaxe. Eine complexe Variable 
dagegen kann man auf unendlich vielen verschiedenen Linien oder 
Wegen von einem Werthe zu einem anderen gehen lassen. 

’s 80. ‘ 

Es sei « = /■(!) eine Function der complexen Variablen 
z = X + ly. Da man eine solrln* wieder auf die Form einer 
complexen Grösse bringen kann, so wird inan setzen können 

« = V + iV, 

Worin X und Y reelle Functionen von x und y bedeuten. Allein . 
auf dieselbe Form kann man auch jede imaginäre oder reelle 
Function von x und y bringen, auch wenn in ihr x und y nicht 
gerade einzig und allein in der Verbindung x -p ty enthalten 
sind ; und es leuchtet ein, dass nicht ji?de Function von x und y 
' zugleich eine Function von d.- h. eine Function von x und y 
in der bestimmten Verbindung x + iy ist. Z. B. x — ly, x* + y-, 

2x + ly sind nicht Functionen von x + ly, (diwohl sie Functio- 
nen von X und y .sind. Wir haben daher zunächst die Bedin- 
gungen aufziisuchen , welchen .V und Y genügen müssen, damit 

u = j: + I E 

wirklich ein« Function von r, d. h. von x iy sei. 

Denken wir uns zunächst an Stelle der imaginären Einheit 
i eine beliebige reelle Gonstante a gesetzt, nehmen wir also an, 
es sei 

j z ~ X + atf, 

und untersuchen wir, wann u eine Function von z ist. 

Man hat olfenbar 



du _ 

du 


du 

du dz 

oder da 

djr 

dz 

dz 

dx' 

dy 

dz 

dz Cy 

I)a.< gf. 

da: 

KtiitriinhCfU 


1, 

dy 

= a 
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iai. 


c'x 


litt 

ifz’ 


iv 


du 
' dz 


nemnarti erhält mau 


du 

dz 


tu 


JL ii" 

« iißf 


als ilie lieilingUDg tlarür, dass u eine Kmirtioii von a- -f ny sei. 
" Ilntersurlitfli wir min. «elrlie Fidgerungen sich ergehen, 
wenn wir diese Relrarhtnng auf den Fall fiherlragen . dass die 
imaginäre Kinheil t an die Stelle von n tritt. Da u =z .V iY 
geset/l war, so erhält man aus <ler letzten (ileirhung 


fX , dy 

rx cx 


a- I \ty fy J 
welche romplexe Gleiehung sogleich in diejieiden reellen Glei- 
chungen 

( 1 ) . . . . 




dr 

i‘x 


^ H'- 

ry ’ iy 

zerlaUt. Dieses sind M'huii die Itediiigungeii , welchen die Func- 
tionen -V und I’ gcnüge.n itinssen, damit u = X iF eine Finif- 
tion von : a- -f iy sei. Allein wir können daraus noch eine 

andere wichtige Folgerung ziehen, ilildel man nämlich die Ile- 

livirlc^, so erhiäll man 

«: . *• 


du dX-\-id}' <■ 

dz ~ d.r-\-idy 


üx , , 'cx , ■ f(>y , , äi' 


Cy 


hy 




d.v tdff 


< 5 .\ , ^ dy , /(X . dy 

f x ' '0X ' vy J dx 


1 + • 


.. dy 


tlx 


in Folge der Gleichungen ( 1 ) alter verwandelt sich dies in 

_ Ci+Ji) (' + ' 1 ) 


d^ 

dz 


oder auch in 


1 + '■ 


.• 'ly 


Cx cx 


da 


du 

dz 




1 + > 


•k 

(ix 


I A -v ' dr\ 

> Xt'y ' cy )’ 


Digitized by Google 


Abscbo. XXI. lVlM‘j'l'''unclioii«D einer coinplexcii Variablen etc. $ SO- 323 


wa!< wieder uiit den lirdingiiugegleirliuiigeii 

du i)u I r?ii ^ 

dz (X i hy 

übereinMiiiiinl. Dies zeigt iiiiu, dass die Derivirle von 

dz 

dem I>iff«rcntialqiintienteii unali hängig ist. lim 

die Bedeutung davon einzuseheii, erinnern wir iin.s, daKs die Ver^ 
ändening der Variablen z auf einem beliebigen Wege vor sieb 
gellen känn. Nehinen wir mm an, es geschehe dies auf irgend 
einer Curve, deren üleirhung in rerlitwinkligeii Koordinaten 

y = V W 

sei, dann giebt iler Werth des ninerenliatquotienteir ^ die Rich- 
tung dieser Curve im l’nncte z an, W'cnn nun die Derivirle ^ 

dz 

von ^ unabhängig i.st, so heisst dies, dass sie für jeden Weg, 
den die V’ariable z einschlagen mag, denselben Werth hat; mit < 

du 

anderen Worten, dass die Derivirte - von der .Art, in welcher 

dl 

die Variable r sicJi verändert, unabhängig i.st. Bei einer Func- 
lion einer reellen Variablen kommt die Veränderung der Varia- 
•Illen selbst nicht in Betracht, weil diese Veränderung eben nur 
auf eine einzige Art vor sich gehen kann. Bei Functionen von 
einer coniplexeii Variablen dagegen spielt gerade die Verschieden- 
artigkeit, mit der die Variable sich verändfU’n kailn , eine grosse 
Rolle, iiiuf es ist daher von gros.sur Wichtigkeit zu zeigen, dass 
die Derivirte einer Function einer romplexen Variablen von der 
Art der Veränderung der Variablen unabhängig ist. < . 

Mnn leuc’htet aber auf der anderen Sette ein, dass, wenn 
dieses nicht der Fall wäre, der Begriff der Derivirteu bei coin- 
plexen Variabein gar -flicht bestimmt sein wfiirde, , wenigstens 
nicht in der Weise bestimmt, wie liei reellen Varialieln •) ; da- 


•) Bei reellen Veränilerlicben ist die Derivirte iinabbiingig von dem 
unendlich kleinen Znwachs der V'srinblen. 8olI dasaeftie auch bei 
complexeii Variahcln stattänden, so muss die Uerivirte niebt allein von 
der LKngc, sondern auch von der Hicbtiing der iineudlieb kleinen, 
durch dz dargcstellten Linie unabhängig sein; und dieses icLstere wird 
- dy 

durch die l'nnbbiingigkeit von erreicht. 

21 * 
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her hat Rieniann*) (Hese Uedttigiing lier |UuabWingigkeil der 
Herivirteii von dem Werthe dejj IlillereiitiaUniotienlcn als lie- 

[inition einer Functiuii von eilier coinplexeii Variablen anfgeslellt. 
nnd es soll mm nocli in der Kürze gezeigt werden, dass man 
hievon ansgebeiid auch zu den iiäiidirluii Bedinguiigsgleicliuiigeii 
(1) gelangt. Wir haben oben unter (2) sehoti den vollständigen 

Aiisdiuek für die llerivirle eriniUelt. Mulliplicirt luaii bei- 

di-rseits mit 1 + ' ^> ***’ erhält mau die rileirhung 

iiu ^ . d_i^ , rf.v / ^ ,■ \ _ 0 

ih f'x ' </j: y (/: C'u iy ) 

' - . 
vvelelie zufolge der gemaehten Forderung von ^ uuahhäiigig sein 

muss. Fis muss daher für sieh 


ilu 

liz 


dx 

e.K 


+ <■ 


dr 


I . du 

llIKl I — 

dz 


dX 


•+ 


.dr 

‘ t^y 


.sein. Hieraus 
gmigen 

(J) . . . 


flie.sseii daun wieder w ie oben die beiden Beilin- . 

^ _dv dX _ _ i)y 
«•j’ '(^y ’ (>y 0.I- ‘ 


Hienach ist also, wenn iz = .l’+fy eine F'unelioii von z = a- + /y 
sein soll, keine der Fnnetionen .V und Y ganz willkürlich. Viel- 
mehr findet man diircli norlimalige IMfferentiation der vorigen 
Gleichungen 


^ . c* A' 

t?jr* 


= 0. 


cL?’ j. — 

ta* (iy> 


dass also beide F'unctioneii der nänilirhen partiellen Dilferenlial- 
gleirhung zweiter Ordnung genügen inns.sen. 

Die vorstehende Bedingung enthält eine interessante geome- 
trische Beziehung, die noch kurz erwähnt werden müge. FIbenso 
wie durch jeden Werth der Variablen z a- + ty die l>age eines 
Pnnctes in der Ebene hestimint ist, wird auch durch jeden Werth 


•) Kiemann. Gnindtagen für efne altgemeiDC Theorie der Func- 
tionen einer verUnderiiciien complexcn (irüsse. (Iiiaiig. r>i»s.) Gfittin- 
gen 1851. 

Cnuoliy bozuicbnct .V -j- iF" auch dann als Function von vr -f- fy, 
wenn nur X und Y reelle Functionen von .r und y sind; wenn die 
obige Bedingung erfültt ist, nennt er die Fuuelion monogen. (Kxer. 
ci':es d'analyau et de pbysiqiie innthe'mnlicpie. Tome IV. p. 340.) 
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Fig. ■J>. 


der Fiinrlbm u = .Y + i¥ die Lage eiiit*s l’iiiitles in derselben 
tnler in einer anderen Ebene besliininl, indem A' und V die reebt- 
winkligen Eoortiinaten dieses l'nneles sind. Wenn ii eine Fnnr- 
tion von z ist, sa ist die Lage des Pnneles u von der Lage des 
I’unries z abhängig, und beschreibt der bewegliebe Punet z eine 
Curve, so wird aiirb der Punet u eine von der letzteren abhän- 
gige (airve l>eseiireiben. 

Wir wolien nun die Beziehung auf- 
suehen, in weicher zwei soichc Lurven 
stehen müssen, wenn die Bedingung, dass 

die Derivirte von d. h. von der 
r/z djc 

(irüsse und llielilung von dz nhabbän^ig 
ist, erfüllt sein soll. *) ^ 

Es seien z' und z" (Fig. 22) zwei un- 
cndlirh nabe an einem dritten 
Puiicte* 2 gelegene Punete, und 
man setze die uiieiidlicb kleinen 
Verbindungslinien 

zz' = dz', zz” - - dz". 

Ferner seien «, u'.tt" (Fig. 23) 
die tien Ibincten r, 2 '. z" ent- 
sprerbenden Pnncle, und die 
ebeufalls unendlieli kleinen Ver- / 
bindungslinien 

uu = du\ uu" ~ du". 

Dann besteht die obige Bedin- 
gung darin, dass 




Pig. 23. 



_ du du" du dz' 

dz dz ' liii' dz" 

sein muss. 

Setzt man aber 

dz' = zz' = r (cos tp + « sin <p) 
du = uu = Q (cos tb' + I sin tb'), 
dz” = 22 ' = r" (cos (p" + I sin rp”) 
jiu" = uu" = q" (cos + f sin 


*) Riemann. Qrundlagen Tiir eine aMgemeine Theorie der Func- 
tionen einer veränderlichen complexen Grösse. 8. 3. 
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so roL’l 


also 


(ros — i<" + i sin — ^^"l) 
(ros {tp’ — ^"1 + I sin {tp' — v”'). 

%/ — 4 ,“ = qp' — Ijs" : 


iiml 


9 . _ H 

■»" ■ r" 

in «len Dreiocken z z" und u u u" sind also die VX'inkel z z" 
lind u u u" riiiamlrr girlrli, und die sie cinsriiliessenden Seiten 
|iro|iorliona|; die beiden itreierke sind also ihnlicli. Da min dies 
fiir jedes |i«ar enls|irerhender l'iiiirte, z mul u, stalUlndcu ’iiuss, 
so ist die von drin I'unrte u bi'srlirirliriir Figur der von dem 
Piiiirte z besrbriebenen wi ihren kle'insteji Th eilen ähn- 
lirli, lind zwei sieb sriincidriide (airveii in der Ebene der 11 bil- 
den denselben Winkel mit einander, wie die eiits|ireclieMden tmr- 
ven in der Ebene der z. 

l’in das Vorliergeliende diirrli ein üeis|nel zu erläutern, bc- 
trarhten wir die Fiiiirtion 

K c= Vg Z. 

Da z = X -h iif ist. so erhäll man 

tg -r -f- tg 
I — lg jr lg ’ 

lind mit Beriirksirliligiiiig der Heialion 




—y 


1«"^ = » 

narb einer leirbten Herhnuiig 


( 3 ) 

und 


X = 


-sin 'Z.r 


e ^ -j- r ^ 2cos 2.r 


+ r 


r = 


Jjf — ?y 

e — r 


•(» 


-F 2co« ‘2r 


Ftg. 22. 


u = x + ir. 

Zuerst lassen sich diirrli DllTerentialion die- 
ser .Viisilrfirke die Kediligiingsgleirbiingen 
( 1 ) leirhl verilirireii. Mmnil man ferner 
an, der I'niirl z bewege sirli auf einer der 
Absrissenaxe in der Entrerniing h jiaralle- 
len Geraden (Fig. 22). so ßl y ronslanl 
= b, wälirend x veräiiderlirli bleibt. L'ni 
min die Giirve zu linden, welrlie der I’unct 
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H liKM'hrcikl, wälirciui ; iu ilcr aiigegebencii Weise sich bewegt, 
hat man nur in den Ausdrücken (3/ y = h m setzen uihI a- zu 
eltminiren. liaiin erhält inan zwisc hen den reclitniiikligen Otur- 
dinateii und F <le$ ihinctes u die (ileichuin; 




t- 2 + y l _ 2 


J* . — 2* 

e +e 


r+ 1 


0, 


welches die Gleichung eines Kreises ist, des-ven Xliltel|innct Af 
(Fig. 23; auf der Ordinatejiaxe in der Kntrernuug 

j* . —2* 


- z* —tt 

' ff — e 

vom Anrangs|iuncte liegt, und dessen itadins p 

2 


P = ± 


2 * - 2 * 
r — e 


ist. Lässt man fi^rner den Punct z sich auf einer der Ordinaten- 
axe in der Entfernung « [wrallelen Geraden bewegen (Fig. 22), 
so lindet man die eill.s|irerhende C.iirve für den PiincT «. wenn 
man in (3) .v = a setzl und i/ eliininirt. liann ergiebt sich die 
Gleichung 

1-1 + }- ■ + ^cotg 2« .r - 1 = 


0, 


(.M'; , . 

jvelche ebenfalls einen Kreis 
darstelll, dessen .Mittel|jnncl Af 
(Fig. 23) auf der .ibscis-senaxe 
iu der Entfernung — rotg 2« 
vom .Anfangsjiuncte liegt und 
den Radius p 

f = + V • 

hat. 

Wenn also der l’uuci z 
sieh auf zwei einander recht- 
winklig dnrclischneidendeu, den 
l^oordinatenaxen |iarallelen Ge- 
raden bewegt, so bewegt sich der Punct «'auf zwei Kreisen, deren 
Mitteljinncle auf den Goordinalenaxen liegen. L\ach der obigen all- 
gemeinen Uetrachtung aber mns.sen, weil die Geraden rechtwinklig 
aufeinander stehen, auch die Kreise sieb rechtwinklig dtirch- 
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M-lincülen. Dies au verilirireii ist nirht schwer, da man leicht 
zeigen kann, dass die aas dem Mitteipnncte jedes Kreises an den 
anderen Kreis gezogene Tangente dem Itadius des ersten Kreises 
gleich ist. Man erhält bekanntlicli das Quadrat der aus einem 
beliebigen Puiicte an einen Kreis gelegten Tangente, wenn man 
in den linken Theil der auf Null gebrachten und durch den 
(loefficienten von X-^ und Y"‘ dividirten Gleichung des Kreises 
die Coordinaten des Punctes, aus dem die Tangente gelegt wer- 
den soll, subslitnirt. ^un sind die Ciiörilinateii des Mittelpunctes 
des Kreises (M) 

2» — j* 

0 und 

e — e 

Subslitnirt man diese Werthe in den linken Theil der Gleichung 
(M'). so erhält man 



und flies i.st in der Thal ilas ' Quadrat des Hadius. p. Ebenso 
sintI die GooriliiMlen des Mitlel|)iiiicles des Kreises {M') resp. 
— cfitg 2rt uinl o. Diese in den linken Theil der Gleichung (M) 
subslituirl, gehen für das Quailrat der Tangente 

cotg^ 2a -I- 1 = , 

® Sin* • t 

also das Qnatlrat des Itadius p'. Die beiden Kreise durchschnei- 
den sich daher in ilerThat rechtwinklig. .Mnnnl man, wie es in 

der Figur geschehen ist, o |iositiv und < und b ebenfalls posi- 
tiv an, so werden ilic Ausdrücke von A’ und V für a; = a und 
y ■= b heifle positiv, daher entspricht dem Puncte z 'der Piinct 
u. Mau erhrdt ferner 

?,V _ (c^ *'-l-c~'‘*)'co»2j-f2 . • ■ 

~ (e'*-fc"*»-|-2cos2xy 

gr ■ 

Da diese Ausdrücke in der Nähe des Punctes k ebenfalls positiv 
.sinil, so wachsen in ileiii Kreise jV mit Avachsendem ar sowohl X 
als auch I': und da fern r 
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dx _dr dr dx 

-d’j dx ’ dy dx ' 

so nimmt im Kreise M’ die Abscisse . 1 ' mit wacliseiideni y ab, 
während Y warbst. Wenn daher der Piinrt z nach z' geht, so 
geht u ilacli u; geht aber z nach z", so bewegt sich u nach u”. 
Die Figuren machen ferner anschaulich, dass die ziemlich nahe 
bei einander liegenden Pnncte z. z', z" ein Dreieck einschlicssen> 
welches dem von deii eiiLsjireehenden Puueten u, u, u" gebilde- 
ten Dreiecke nahezu ähnlich ist. 

S 81. 

Wenn eine Finu'tion vollkommen eindeutig ist, d. h. wenn 
jedem Werthe der Veränderlichen nur ein einziger Werth der 
Function entspricht, wie bei den algebraischen rationalen, den 
Exponential- und trigonometrischen Functionen, so muss offenbar 
der W'erth, dett die Function in irgend einem Pnncte z (d. h. 
für irgend einen Werth der Variablen z) erhält, ganz unabhän- 
gig sein von ■ dem Wege , auf welchem die Variable zu jenem 
Pnncte gelangt ist; denn wäre dies nicht, so müsste die Function 
für denselben Werth der Variablen verschiedene Werthe atmeh- 
men können". Anders aber verhält sich die Sache hei den zwei- 
und mehrdeutigen Functionen. Bei diesen ist in der That der 
W'eg, auf welchem die Variable zu einem Puncte .gelangt, von 
Einfluss auf den Werth, welchen die Function in diesem Puncte 
annimmt. Ob nämlich eine zwei- oder mehrdeutige Function die- 
sen oder jenen ihrer Werthe in irgend einem Pnncte erhält, bängt 
ab: erstens von dem Werthe, den man der Function, im Aus- 
gangspuncte der Veränderlichen giebl, und zweitens .von der Be- 
schaffenheit des Weges, auf welchem die Veränderliche von dem 
Ausgangspuncte zu- dem zu untersuchenden Ihincte hingeht. Es 
kommt dabei darauf an. ob zwei Wege, welche von einem Puncte 
z ~0 zu cinfm anderen Puncte z hinführen; gewisse Puncte, die wir 
mit Eaiichy*) ausgezeichnete Puncte (poinlz tmguUers) nen- 
nen wollen, einschliessen oder nicht. Diese PnneCe sind solche, 
in welchen entweder dte Function unendlich oder unstetig wird. 


*) Cnnchy. PIxcrcices d'aiialjse et de physiipio mathdmstiquc. 
Tome IV. p. 327. 
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oder in weleheii zwei ipler mehrere, im .Vllf^eineineii 
«lene , -Werthe der Kiilietinn einander gleich werden, 
wir z. II. die Knnctiou 



Verse, hie- 
^'ehnieo 


so besitzt sie im .Xllgeineineii zwei Werthe ffir jeden XVerth von 
z, nämlich 

'■ - 

für den speciellen Werth 2 = a (oder, in dem Pnncte z -- a) 
aber iällen diese beiden Werthe in den einen u = c zusammen ; 
ausserdem wird die Function Inr z = l> iinemitich und unstetig; 
daher sind 

2 — a lind I -- h 


die, beiden ausgezeichneten Pnncte für diese Function. 

XVir setzen voraus, dass die ausgezeichneten F'uncte einer zn 
iinlersnchenden Function discrete. in enillichen Fntrernungen von 
einander helindliche, Puncte sind, und neltmen ferner an, ilass 
die . verschiedenen Werthe, welche die Fimctiou in einem und 
demselben Pnncte r annchmen kann, um endliche (n'ös.seii von 
einander verschieden sind, .so lange der Pnnct z einem ausge- 
Fig. 21. zeichneten i'nncte nicht nnendlich nahe liegt. IJe- 
trachtet man nun zwei einander nnendlich nahe 
liegende Wege, welche von einem Pnncte i„ zu 
j-inem anderen Puncte : führen (Fig. 24), ohne 
durch einen aiLsgezeichnelen l’nnct hindurch zu 
gehen . so kann man zeigen , dass eine Fimctiou 
auf beiden Wegen in z deihsi'lhen Werth erhält, 
wenu sie von dem Puncte i„ beide Male mit dem- 
selben Werthe ausgelit •). Stellen wir uns vor, 
zwei hewegliche Pnncte durchliefen die hehlen 
Wege in der Art, dass .sie gleichzeitig verlas- 
sen, gleichzeitig in ; ankommen und stets einander unendlich 
nahe Ideilien. Fs seien u, ,u, ,u.,, ... die stetig auf einander 




//. 




// 

'r 


% 


*) Puisenx. ‘Kechvrehes sur Ivb foncUoDB ftlgebriques. {Liou-* 
ville. Joarnal de mathematiques. Tome XV. p. 370.) Von dieser sclid- 
neu Abhandluni? ist ganz kUrzlicii eine deutächc licarbeitimg von H. 
Fischer erschienen, unter dem Titel: „V. Puiseux*» Untersuchaugen 
über die algcbraiechen Functionoii“. Halle. IHOI. 
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folgeiuleii Weiilip. welche <lie FiincÜnn in den tdelig anfehModer 
folgenden Pnncten r, . i, , ... de» einen Weges annimnit, 
p, , »j , t'j . ... die ebenfalls stetig aufeinander folgenden Wertlte 
der Funrtion auf dein anderen Wege, sntlass je zwei Werliie u«, 
p* zweien unendlich nahen Pnncten der beiden Wege angehören. 

Da ein ausgezeirhneter Punrt iiirlil hbcrsclirUlen wird, so bleibt 
u;t. stets um eine eudlirhe (Irösse von einem antlerni Werth, den 
die Function in dem nämlichen -Pimete ** habi'ii kann, vcrscliie- 
den; man kann daher eine endliche Grösse p nngeben, so he- 
srhaffen, dass der Modul*! der Differenz zwischen w* und einem 
anderen W'erthe der Function in dem nämlieheii Pnncte an 
allen Stellen des Weges grösser als p bleibt. Da die l‘uncle, in 
welchen Jie Function die Werthe u* und c< liesitzl. der AnHahiiie 
nach unendlich nahe liegen, so kann aiicli ilcr .Modul ilcr Dill'e- 
renz «* — p/,. nur entweder nnemflich klein oder grösser als p 
»ein. Dagegen' ist es nicht moglirli,, dass der Modul die.scr Dif- 
ferenz an irgend einer Stelle endlidi und /ngleicli kleiner als p 
ist. Wenn daher die Werthe un und im Pniirte z von einati- , 
der versehieden w.’ii en, so müssio der Modul der Dill'en-nz ka — ci' 
‘ifgendwo plöl/licli von einem oneiidlirli kleinen Werliie zu einem, 
endlichen Werliie. der grosser als p i.sl. iilicrspi'iiigeii. .Allein da 
nirgends ein aii.sgczeichiieler l’imct ühcrsclirillen wird«- so ist m 
auf seinem Wege stetig, elienso e, also imi.ss es aiieli die Diffe- 
renz u — p sein. Iliesellie muss dalier rorlwälirend niiemliich 
klein bleiben, und, wie sie iih Punete Zg Null ist, auch ini Puncte 
z wieder Null werden. . , 

Es erhellt sogleich, dass dieser Keweis seine^ Kraft verliert, 
wenn die beiden Wege einen ausgezeichneten Puiict überschrei- 
ten; denn dann wird entweder die Function unstetig, oder die 
verschiedenen Werthe der Function in dem nämliclien Puncte 
nähern sich einander in der Nähe des ausgezeichneten Punctes* 
sodass dcivllnterschie<l «* — p* der FiiiicUuuswerthe in zwei un- 
endlicli nahen Jhinctcii der lieideii Wege lieliebig kleine endliche 
Werthe antieliincii kann. Würde z. U. in der so eben betrachte- 
ten Fiiiirlion 



der Pimct z =: b iibcrschritleii, so w ür de die Function eine Uii- 
Vpl. fUt: ücnirrkiitijr -tu f S. 311*. 
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terbreelmii" der Stetigkeit erleideu; würde .iber der Piinrt i = a 
fibersrhritten, so würde der llnterschied der beiden Werthe d + * 
lind r — e, welrhe die Function in einem > nabe an a liegenden 
I'iincte annelmien kann, also 2r, beliebig klein gcinachl wenleu 
können, wenn inan die Variable nur nabe genug an den Punct 
a beraiigclien, d. li. den Modul von z — a klein genug werden 
lässt. 

Denkt man sirh jetzt eine Reibe aiireinander folgender und 
iineiidliiii nahe aneinander liegender Wege, alle zwischen den 
Ibmcien Zg und z, und so bescbaflen, dass nirgend ein ausge- 
zeichneter Punct liberscbrittcn oder von zwei Wegen eingeschlos- 
sen wird, so erhält die Function auf allen diesen Wegen |den 
nämliriien Werth im Piiiicle z. Daraus folgt daun: wenn man 
einen Weg zwischen zwei Puncten z„ und z .so durch alliiiälige 
liebergänge in einen anderen Weg zwischen den nänilicben Punc- 
len iiiiifornien kann, dass daliei ein ausgezeichneter Punct niclil 
überschritten wird, so erhält die Function in z auf dem zweiten 
Wege denselben Werth wie auf dem ersten. Fallen die Puiirte 
z iiml Zg ziisainnien, sodass der Weg eine geschlossene Linie bil- 
det, so erhält die Fiinclioii, wenn die Variable diese geschlossene 
I/inie diirrhlaufcn hat and zum zweitenmale nach Zg kommt, in 
Zg denselben Werth, den sie -beim Ausgange von Zg hatte, wenn 
man die geschlossene Linie durch alliiiälige liebergänge auf den 
Punct Zg reduciren kann, ohne einen ausgezeichneten Puiu't zu 
überschreiten. 

Wir werden nun im nächsten § an einigen Beispielen sehen, 
wie 4ler Werth einer mehrdeutigen Function sich ändert, wenn 
die Variable zwei Wege beschreibt, die nur mit L'ebcrschreitung 
eines ausgezeichneten Piinrtes in einander umgeformt werden 
können. • . 

§ 82 . 

Botracliten wir als erstes Beispiel die Function 
u = y z; 

diesellu; besitzt einen ausgezeirlmetcii Punct z = 0; in diesem 
werden die beiden im Allgemeinen von einander verscbiedcifen 
Wertlie + ^z und — y z einander gleich, näinlirli beide gleich 0. 
Nehmen wir an, die Veränderliche z gehe von dem Piincte z = 1 
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{a, Fift. 21) aus und (birehlaufe 'die Feripliei-ie eines au.s dein 
Nult|)unrt als Mittel|iunrt beschriebenen Kreises ; dann kann diese 


geschlossene Linie nicht auf den Punct 
z = 1 redueirt werden, ohne dass da- 
bei der ausgezeichnete l'unrl i =a 0 
Oberschritten wird. Geht nun die Fniie- 
lioii u = j/z von dem I’uncte z = 1 
mit dem Werllie « = -p 1 aus, und 
setzt man 

z = r (cos cp •+• I sin <p), 


Fig. 21. 



so ist zuerst im Pimete z = 1, r = i und ^ = 0; diirrhläuft 
dann z die Peripherie des Kreises in positiver Richtung, d. h. in 
der Kichtimg. in welcher der IVinkel (p wächst, so bleibt r con- 
slant = 1. iiml nimmt von 0 bis 2x zu. Kommt also die 
Veränderliche wieder nach dem Pnncte z = l znrfick. so ist jetzt 
z = cos 2it -|- I sin 2«, 

und folglich 


u = y z = von 7t + i sin n = — 1 ; 


die Function hat also jetzt im Puncte z = 1 nicht wieder den 
-urspränglbiien Werth -f- 1, sondern den anderen Werth — 1 er- 
halten. Lässt man nun die Variable statt des Kreises irgend eine 
andere geschlossene, den iVullpunct iiiugebende Linie vom Puncte 
z = 1 aus heschreibeii, so kann die.se Linie durch aliuiälige 
Aeuderungen in tien Kreis übergefülirl werden, ohne dass daltei 
der Null|Hinct überschritten wird. Wenn aUo die Variable auf 
dieser Linie zum Puncte z = 1 zurückkebrt. so erhält die Func- 
tion ebenfalls den Werth — 1. Dies lässt sich auch dirert ein- 
sehen, denn es ändert sich dabei nicliLs, als dass der Radius Vec- 
tor r nicht mehr constant ist; derselbe kommt aber, nachdem er 
eine Reihe von Wertlien durchlaufen hat, im Puncte z = 1 wie- 
der mit dem Werthe 1 an, und die Veränderung de.s Winkels q> 
ist die nämliche, wie bei dem Kreise. 

Es gehe jetzt die Variable von dem Puncte z = 1 , der in 
Fig. 21 durch a dargestcUl ist, in einer geraden Linie nach 
einem beliebigen Puncte z; die Function m = j/z, ans dem Puncte 
a mit dem Werthe w = -F 1 ausgehend, erlange auf diesem 
Wege in z den Werth [/. iSun kann ]<“der von a nach z füh- 
rende Weg, welcher den Nullpiinct nicht umwindet, in die gerade 
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Linie ai übergeführt werileif, ohne dalK-i Her Nuilpiinrt 

übersriirittcn wird. Alao erlangt auf jedem solrhen Wege, die 
Function 1/ in i den Werlii V. Läast mau dagegen die Variable 
zuerst eine geschlossene Linie um den N'ullpüncI herum hesrlirei- 
ben, dann nach a zurürkkehrcn und jetzt erst von-a nach z in 
gerader“ Linie gehen, so hat die Function hei der Rückkehr 
nach a den Wertii — 1 erhalten-; sie geht also min von a mit 
21 dem Werlhe — 1 aus und erlangt dem- 

« fx zufolge in z den Werth — U. In den 

so eben Tiesi'liriebenen Weg lässt sieh 
mm ohne llebersrhreitiing des Null- 
puncles jeder Weg mnforinen, welcher 
den Nullpunct einmal umwindet. Auf 
jedem solchen Wege erlangt also die 
Function im Pimcte ; den Werth — ü. 
Auch dies kann man direct einsidicu, 
wenn man bedenkt, da.ss der Winkel 9 bei einer rmwihdiing 
des Nullpunctcs in positiver Richtung den Werth 9 + 2 * aimiinml, 
wenn mit 9 der Werth von 9 bezeiclmel wird, den dieser Win- 
kel auf der geraden Linie in r erreicht. Fragen wir uns nun 
noch, was ans der Fmirtion wird, wenn die mn a ausgehende 
und den Niillpuiirt umgehende geschlossene Linie zweimal durch- 
laufen wird, so ist die Antwort leicht. Nimmt man statt der be- 
liebigen Linie wieder den jinds mit dem Halbmesser ]. und lässt 
man die \'ariahle die Peripherie desselben zweimal lilntereinan- 
der durchlaufen, so li.it man schliesslich 



ai.so 


z = cos 4* + i .sin 4*. 

II = y'z — cos 2 » + i sin 2 * = + 1 : 


die Function erreicbt also daun wieder den ursprünglichen Werth. 
Hieraus geht nun hervor, dass es, übereinstimmend mit der he* 
kannten Zweideutigkeit der Function J^z, überhaupt nur zwei 
Klassen von Wegen giehl, auf welchen dii-se Function, von einem 
Piincle a mit einem bestimmten Werthe ausgehend, in einem an- 
deren Piincte z verschiedene Werlhe eiiiält. Als Repräsentant 
der einen Klasse kann die von a nach ; dnhrende gerade Linie 
angesehen werden; als Repräsentant der anderen Klasse hingegen 
dieselbe Lerade, A'eicbei- jediM'h irgend eine, von n aus den Null- 
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puurl iimgebemle, gciM'hlnsseiie Linie \-oraiigelit. Wie diese ge- 
schlossene Linie hesrhatTen ist, ist gleiclignltig, mau könnte daxii 
den oben erwähnten kreis nehmen, zweck niä.ssiger aber, beson- 
ders der späteren Uctrarbtungeu wegen, ist der schon auf !s. 320 
bi>srliriebene Weg, liei welchem man die \'ariable von n in ge- 
rader Linie bis zn einem nahe an dem ausgezeichneten Nullpuncte 
liegenden Pnncte h gehen, dann einen ganzen Kreis um den Nnll- 
punct beschreiben und endlirb von h nach a auf derselben gera- 
Ücn Linie zurürkkehreu bisst, [lass auch auf diesem Wege die 
Function j/: das Zeichen wechselt, folgt sogleich daraus, da.ss die- 
ser W'eg. ohne den Nidlpunct zu übersclireiten, in den Kreis mit 
dem HalbmirsM^r 1 umgefurmt werden kann; es ist aber leicht 
dire<i nacliziiw eisen. Setzt man nämlich wieder 
I = r (cos (p + i sin <p), 

und bezeichnet mit q den Halbmes.ser des kleinen Kreises, so ist^ 
zuerst ip constant == 0, und r nimmt von 1 bis p ab; bei der 
ersten .Ankunft in h hat also z den WVrth p (cos o + » sin o), 

den enlsprecbenden Werth von wollen wir mit p’ bezeich- 
nen. Nun bleibt r ronslant = p, und q> geht von 0 bis 2x; 
dtunnarh ist bei der zweiten Ankunft in b 


als4) 



p (cos 2 ä + I sin 2 ä), 
p^ (cos zt + I sin :i) =x= — p^. 


In dem noidi übrigen Thi'ile des Weges bleibt (p roiLstant = 2s, 
und r nimmt von p bis ] zu, daher koinint u mit dem Wertbe 
— 1 in fl an. Wichtig ist es ilabei, zu bemerken, ilass der Ha- 
diiis p des um ilen ansgezeichmden F’nnct beschrielwnen Kreises 
beliebig klein geuonimen werden kann, ,1a, es steht uiclits im 
Wege, ihn bis ins L'nendliche abnehnien zu las.seii. In diesem 
Falle solj der soeben beschriebene Weg ifflrb l’tiLseiix*) eine 
El e III ent a reo nt II r {rnnlmir eti‘menlaire) genannt werden. 

Zweites ileispiel. IHe Function 



*) I’ii i.seiix. Rcoliorches snr los fnnctions nlgöbriqiiox. (I.ioip 
ville. «Toiirn. do niath. T. XV. |>. III.) 
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in welflier a iiml h z«ei rnmplexe r.nnstiiiiten bedeuten, hat xirei 
aiiii^rzeiehitcle Funrte (Kig. 25), nämlich 


Kiff. jr>. 


z = a und z = b. 

Wir n(dini(‘ii an, die Function gelte 
von dom Ihincto z = 0 mit dem Wer- 

the « = + au.s, la.s.sen zuerst 

die Variable die Elemeiitarcontiir um 
den Punet a -durchlaufen und unter- 
suchen, welchen Werth die Function 
bei der Hürkkiinft narh o eriiält. Zu diesem Zwecke setze man 



1 — a = r (ros <p -4- I sin g>) ; ' 
dadurch wird der .\nrangspunct in den Punet n verlegt, die feste 
Hichtiing aber, von welcher die Winkel tp gezählt werden, bleibt 
ungeändert. Es sei der Werth des Winkels qi In dem Etid- 
piiucte tt des geradlinigen Tlieiles der Elenienlarcontur, der Ra- 
iliiis des kleinen Kreise; p, dann ist im Puiicte a 
z — a — Q (cos + i sin ?Pn). 

und daher der eiitspi-echende Werth von u, welcher mit Ug be- 
zeichnet werden möge, 

.. _ (cos ||)J„ -F I sin i <r„) 

«u — 1 • 

(« — 6 + e (cos -F I sin Ip„)p 

Winl nun der kleine Kreis von der Veränderlichen durrlilaufen, 
so erhrdt diese bei der Rückkehr narh « den Werth 


I = n + p (ros {q>„ + 2») + i sin {<p„ -f- 2»)): 
die Function aber wird 

■■■ ^ (cos (j -F ») -F t sin (4 -F »)) 

[o -- i -F e (cos (ipo -F 2»)-F '■ sin (ip,, -F 2*)))* 
•• 1 

„ (cQg i yp + «' ain 1 

\a — 4 -F e (cos <P|, -F I »in 9 „)]^ 


= - «ai 

sie wechselt also das Zeichen. Gehl dann die Variable von <z 
narh o zurück, so behält die Function das geänderte Zeichen 

bei und komint in dem Piincte o mit dem Werthe — j/ ~ an. 
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Ebenso verhält sich. Function In-i der zweiten Elementar- 
eonlur um den Fiinrt b. Setzt man, um dies zu untersurheii, 

z — i = r (co.s 9 + I sin 9). 

und hezeidiiiet mit q)„ und Ug die Wertiie, welche tp und u in* 
dem Endpuncte ß des geradlinigen Tlieiles der Eleinentarcuntnr 
auf dieser geraden Linie erhalten, sowie den RadiuA des kleinen 
Kreises mit p, so ist 

(A - a + e (co« <pt + I sin 

"(I — T • 

e* (cofl 4 <p„ + 1 sin 4 

Nachdem aber der kleine Kreis hesrlirieheii worden ist, der Win- 
kel ip also um 2}r ziigenommeu hat, erlangt die Function in ß 
den Werth 

(4 - n -I- j (cos cpg -I- I sin 

H — , - ^ — Ug; 

e’ (cos 4 sPg -i- t sin 4 <po) 

Die Function werh-selt also auch bei dieser Elementarcontur das 
Zeichen. 

Wird die nämliche Elementarcontur zweimal hintereinander 
von der Variablen «Inrchlaiifcp, so wechselt die Function zweimal 
das Zeichen, erhält also den ursprünglichen Werth wieder. Das- 
selbe tritt aber auch ein, wenn beide Eleineiitarroiiluren , eine 
nach der anderen , diirrhlaufen werden ; auch dann kommt die 
Function mit dem ursprünglichen Werthe nach o zurück. 

Betrachten wir nun alle inögliclicn Wege, welche von dem 
Pnncte o nach einem beliebigen Pnncle z führen, so können alle 
diejenigen, welche keinen der ausgezeichneten Piinrte umwinden, 
auf die gerade Linie oz reiluclrt werden; auf diesen erhält also 
die Function in z den nämlichen Werth, wie auf der geraden 
Linie, welcher Werth, wie olien, mit V bezeichnet werden möge. 
Alle Wege ferner, welche nur einen der hehlen ausgezeichneten 
Puncte umwinden, können in die hetreffende Elementarccuitur mit 
darauf folgender gerader Linie oz ühergeführl werden, ohne dass 
ein aiksgezeichneter Puncl. überschritten wird. Auf allen diesen. 
Wegen erhält daher die Function in z den W'erlh — U. . End- 
lich können alle Wege, welche beide ausgezeichnete Puncte zu- 
gleich umwinden, durch den Weg ei*setzt werden, welcher ent- 
steht, wenn man der geraden Linie oz beide Ehmiciitarcoiituren, 
^li^e nach der anderen, vorangehen lässt. Da dh; FuHction hie* 

Uuri'gt^, rlfipl. Ftinrliunrn. 22 
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I)ci zncimal dax ZfirliKii «itIixoIi, erlangt xio auf allen dienen 
Wegen in z den Wertli + U. 

gieht bei der vorliegenden Fiinrüon also ebenfalls nur 
zwei Klassen von Wegen, auf tienen dieselbe in dem iiAmlirhen 
•|*nnete versrbiedene Wertlie erhSit. Die eine Klasse wird dnreh 
die gerade Linie repräsentirl ; die andere aber erhalt man, wenn 
man der geraden Linie eine der beiden KlemenlaiTonturen vor- 
angehen lässt. 

Die vorigen Veispiele erläutern, wie eine Qnadi'atwurzel jedes- 
mal ihr Zeichen wechselt, wenn die Variable um einen Pnnrt, in 
welchem die nrzelgrös.s<; entweder Mull oder unendlich wird. 
Hne geschlossene Ijnie, oder, was auf da.sselbe -hinauskoinmt, 
eine Eh nienlaiTontnr beschreibt. Die Jelztere ist bes«niders auch 
darum voi’zuziehen , Weil der Iladins des kleinen Kreises immer 
so klein genoininen werden kann, dass imr ein einziger der aus- 
gezeichneten l'nncle umschlossen wird. — Betrachten wir nun 
noch <-inige transscendente Functionen. 

Drittes Beispiel. Die Fmulion 

u = logr , ^ 

wird für i 3=r o unendlir||^ daher ist der Nuilpiinrt für sie ein 
ansgezeichneler Pnncl. Man gehe von 
dem Ptincte i 1 (n in. Ffg. 21) mit 
dem Werihe m = 0 aus mul lasse die 
Variable ; einen Kreis mit dem Itadins 
1 um den Nullpunct diirchlanfen. Setzt 
man 

z = r (cos (p + i sin <p) — rc"^, 
so ist 

u = log r -F »y, 

wo log r den reellen Logarithmus des immer positiven Radius 
Veetnr bedeutet. Wenn imn die Varialde die Perijiherie des 
Kreises in po.siliver Richliiiig dnrchl.änft und wieder nach a zu- 
rückkommt, so ist constanl Ing r = log 1 0, aber ^ ist von 

0 bis 2* gewachsen ; (hdier erhält die Fnnctinn den Werth ' 

. 2jr i. 

DurcblauR "aber die Variable den Kreis in neg.ativer Richtung, so 
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hat (p von o bis — 2« abgenoinnien, und dann erhält die Func 
tion in a den Werth 

— 2»i 

Dieselben Werlhe erhält die Funrtion aneli, wenn die Klenientar- 
rontnr um den i\iill|iiinet iTi |)osiliver oder negativer Itirlitiing 
duiThlanfen wird. Lässt man mm die Variable den Kreis (oder 
die KiemoHtarronlnr) zw eimal iiarh einander in positiver oder .. 
negativer Hiehtung durrhlanren, .so erhält tp den Werth + 4«, 
und daher die Function den Werth + 4ni. Narh n-maliger Fm- 
kreisiing des NnllpnneLs in positiver Kirlitnng und m-inaliger Um* 
kreisung in negativer Richtung erhält ebenso die Function iin 
PiinrM5 a den Werth 

2 (» — tn TCi. 

Bezeichnet man also jetzt mit n eine positive oder nd|;alive ganze 
Zahl oder auch NnIL so kann die Function im Piinrte a iiiiend- 
lic.li viele Werthe annehmen, die in der Formel 

2sxi 

V-* 

enthalten .sind. Daraus Tnlgt daun .sogleich, dass die Function 
auch i*n einem belieldgen Punele z unendlich viele Werthe er- 
hält, welche durch 

(log i) -f 2«*i 

hezeichnet werden können, wenn (lo^ z) denjenigen W’erth be- 
deutet , den die Function, von dem Piinrte z = 1 mit <lem Werthe 
II = o ausgehend , ini Puncte z auf der geraden Linie az erhält. 
Alle Wege , w elche von a nach z ffihren , können, hier entweder 
auf die gertflle Linie nz rediicirt werden , oder inan kann sie da- 
durrh ersetzen, da.ss man die Elementarrontur, beliebig oft und 
in beliebigen Richtnngeir dnrrhlaureii, der geraden Linie voran- 
gelien lässt. Man sielit, auch hier ist die reberein.stinnnnng mit 
der bekannten Vieldeutigkeit des Logarithmus vollständig vor- 
handen. 

Viertes Beispiel, 
n =p arr lg r. . 

Die. Untersuchung dieser Function lässt sich auf das vorige 
Beispiel zurückfAliren , wenn man den Arcus T.1hgens in einen 
Logarithmus verwandelt. Man hat bekanntlich 

22 * 
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« = arr lg I = 1 1hg 

= K' ('■ - *) - l- K ('■ + -)• 


iiml ilii'se Form zeigt, dass die KHiirtioii arr tg z z»ei aiisge- 
zeirlinele Pnnrift hat, nämlirh z = +i und i = — i. Diese 
I’imete liegen auf der Ordinalenaxe zu beiden Seilen des Null- 
piiiu'Ls in der Entrerimng ] von dem letzteren (n und b Fig. 20 . 




(v) 




T 

J 

' N 

• 6 , 


Kiff. 20. Dabei bemerke man aber, dass die Fiinc- 

lion log (i — z) nur den einen _ l’unrt 
r = + I. und die Fnnrtion log (i + z) 
nur den anderen Diuiet : = — i zum 
ausgezeirbneten l'uurl hat. Wir lassen 
nun die Funrtioii arc tg z von dein Piinrte 
Z'= o mit dem Werllie u = o ausgehen 
und bezeirhuen den gemeiiisehafUirheD 
Werth, mit welchem die Functionen 
log ff — z) und log (i+z) den .Nullpunct verlassen, durch «|. IHircli- 
läuft dann die Variable zuerst die Klementarconlur um den PuncI 
+ I, (rt), in positiver Richtung, so erhrdl, wenn z zum iNiilljinnrte 
zurürkgekehrt ist, die Function log (i — z) den Werth w, + 23rf 
(wie entwinler aus dem vorigen Ueispiele mlei- auch durch direrte 

Retrachtung mittelst der Substitution i — z — re"^ leicht erhellt) ; 
die Function log (f + z' aber blejbt ungeändert gleich i/, , w eil 
der umwundene Punct + i fiir -sie kein ausgezeichneter PuncI 
ist; demnach bekommt die Function arc tg z den Werth 

“ = ■Ä' -'.Jr u, = X. . 


Wird ebenso die andere Kleinenlarcontur um den PuncI — i, (61 
in positiver Richtung von <ler Variablen durchlaufen, S4i erlii'dt die 
Funrlion log (i — z) wieder den iirsprftnglichen Werth m, , weil 
diese Function nur den Punct + f zum ausgezeichneten Piincle 
hat, die andere Function log (i ' + z) dagegen erhält den Werth 
»I + 2«! ; mithin wird die Function arc tg z oder 

“ 2t “ h = - »• 

Fine mehrfach wiederholte limkreisung einer Flemenlarcon- 
tur vervielfacJil den Werth + zc, eine rmkreisnng in entgegeii- 
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gfseuter Kirhliing giebt ihm das entgcgengesclzte Zcidieii; also 
enthält üherhaiipt die Koniiel 

nit, 

in wclrlier n eine positive oder negative ganze Zaiil oder .Null 
bedeutet, alle Wertlie, »eiche die Funriioii arc lg z im .\iill- 
piincte ei'liäll, «ena die Variable die lieideii Elciiieiitarcontureii, 
jede helieiiig oft und in beliebigen Iticbtungeii, durclil.äurt. 

Kezeirliuet man min mit [arc lg z) den Werlb, den die 
Funclion in einem beliebigen l*unrtc z annimnit, wenn die Va- 
riable in gerader Linie von o narb z geht, so »erden alle Werl he 
des Arcus Tangens im Huncle z drrrch den bekannten vollstän- 
digen Werth dieser vieldeutigen Function 
“ (are tg z) -h 

ansgednickt, denn alle von o narb z führenden Wege redudren 
sieb entweder auf die geraile Linie oz oder lassen sieb dadiircli 
ersetzen, dass vor der geraden Linie eine der lieiden Klemeiilar- 
conturen oder beide, ein oder mehrere Male, in positiver oder 
negativer Richtung, durrblaufeu werden. 

Üie behandelten Beispiele zeigen, dass eine vieldeutige Fiine- 
tion alsdann verschiedene Wertbe für denselben Werth der i'a- 
riablen' annehmen kann, wenn die letztere verschiedene Wege 
durchläuft, die gewisse ausgezeichnete Puncte oinschliessen. Wenn 
nun diese l'unrte unserer Voraussetzung gemäss discrete. in end- 
lichen Entfermingcn von einander beliiidliche, Puncte sind, so kann 
man immer gewisse Tlieile der Ebene abgrenzen, innerhalb wel- 
cher ein Fniwinden eines solchen Punctes nicht möglich ist; in- 
nerhalb eines solchen Tbeiles bleibt also auch eine im Allgemei- 
nen vieldeutige Function einwerthig, da die Variable S'ilche zwei 
Wege, auf denen die Function in dein nämlichen Puncte zwei 
verschiedene Werihe erbalten würde, nicht beschreiben kann. 
Ist ein solcher Tbeil der Ebene abgegreiizt, was immer leicht 
geschehen kann, so nennt Caucliy*) die Function nionodrom 
in diesem Tlieile der Ebene. So ist z. II. die Function Arcus 
Tangens monodrom innerhalb eines Kreises, der mit dem Ra- 
dius 1 um ilen .Nullimnrt lieschriebcn ist, oder zwischen zweien. 


*) Csuchy. Kxercicoa d'anBly*« 'et de phyiique matbematique. 
Tom. IV. p. 325. 
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ilurt li die l’iiiiele + i und — i der Abseisseiinxe |)arallel gezogenen, 
geraden Linien. Kine eiiid<‘ulige Funeiion ist dalier in der ganzen 
Ausdehnung der Khene inonodrom. Besrhreiht die Variable : eine 
geschlossene Liide, und erlifdl eine Funelion f (z), wenn die 
Varial)le, von einem helieingen Punrle dieser Liide ausgehend, 
wieder zu dein.sellien l’iinrte ziiriiekkelirl , den nändirhen Werth ' 
wie beim Ausgange, so wollen wir" sagen, die Function f {z) sei 
nioDodroin auf dieser geschlossenen Liide. 

Wenn eine Function der coinplexen Variablen z in Rie- 
mann's Sinne, oder nach (iatichy's Benennung eine inonogeiie 
Fiiiictioii, in einem gewisseuJ’lieile der Ebene (wtdclier auch die 
ganze iinendliehe Ebene imirassen kann) nionodroni und zugleich 
iiherali in diesem Theile der Ebene endlich jind stetig ist , so 
soll sie nach Laiirby*) eine in diesem Theile der F^hene syn- 
ek tische Function genannt werden. Die Function sin z ist 
z. B. synektisch in der ganzen .Ausdehnung der Ebene, die F'iine- 
timi tg z ist dagegen syjiektisrh in einem mit dem Radius 

Y um den N'iillpmirt besrhriehenen Krebse, denn für r = 
wird sie unendlicli. 

- , . - S-83«^*) .... 

Das bestimmte Integral von einer Funetion einer complexen 
Variablen lässt sich genau in derselben Weise deflniren, wie das 
bestiininte Integral einer reellen Function. 

Es seien z„ und z irgend /.w"ei complc.xe Werihe der Va- 
riablen z. Man denke sich die I'unrle, welche diese beiden 

*) Canctiy. .Snr les rappurts ilifT^rcaticU des qiinntitv« ge'umetriqoe« 
et sur les intitgrates syncctiqiies de» dqiiation» düTereiitielle». (C'oinptes 
rendiis. 1855. Tome 40. p. 447.) 

•*) Vgt. liiczi! : 

Cauctiy. 8ur le» integrale.» qu! s'etciidont k tuu» lc8 puiiit» d'tine 
conrbe fermdn (Comptes rendns. 1848. Tome 28. p. 251.) 

Cauchy. Cou»iderationa iiourelle» sur les intdgrale» ddfiniea, qui 
a'e'tendeut k tou» les point* d’iiuo''euarbe forniec et snr eelle», qui sunt 
priscs entre dos Umites imaginaire». (Comptes rendns. tK-18. 'l'ome 23. 

p. 080.) *■ 

Puisenx, Kechorches snr les fonctions aif^^briques (Liouvil le. 
Journ. do matU. Tome 15. p. 305). , 
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I’ip. 24. 




/f" 


VVerllic , (liircli eine beliebige iiiiiinterliroelieiie Linie 

verbunden (Kig. 24 ) und nelmli- auf derselben eine Heilie einge- 
aebalteter ibnicte an, wclcbe den Merlhen if, 

ij, z, der Variablen enl.spre( ben. Isl ferner 

f (i) eine gegebene Fiiurliun von z, und bildet 
man die Suinine der Produrte 

*o)+A*i)(^j— ^i)+ +/■(!«)(• — I»), 

so isl der firenrwerlb dersellMUi, wenn die An- 
zahl der zvvisrhen und z Jängs der beliebigen 
Linie eingeseballeten Wertlie bis ins Uneudlirhe 
zuiiiinnit , die DilTerenzeu r, — ’z„, — z, . etc. 

also bis ins L'nendlirbe abnebiuen, das bestiinnilc 
Integral zwiseben den Grenzen z„ und z, also: 




✓ 

^ ■ 


J M dl = lim [/^z,'! (z, - z,) +/i:z,} (z,--z,; / . . . . /-(s,) (z - z,^]. 

*0 . 

Dabei muss, damit die Siinnne der l‘roducle sieb wirklieb einem 
be.stimmten Grenzwerthe näliere, die Fimelion f {z) in allen 
l’uneten der unimterbro<-benen Linie einen endliehen Werth be- 
sitzen "und in keinem eine ['nlerbreelnnig der Stetigkeit erleiden. 


Man sieht , dass diese Delinilion von der ge« Ähnlichen De- , 
liuition eines bestimmten Integrals bei reellen Variabein in nichts 
Wesentlichem versdiieden ist. Kin l'nlerschied besteht allerdings 
darin, dass, wie es die :\aUir einer com]dexen Veränderlichen 
erfordert, der Weg, den dieselbr zwisclu'ii zwei Werthen z„ und z 
durchläuft, kein vorgesebriebener isl, .sondern jede beliebige un- 
unterbrochene Linie sein kann. Ein zweiter llnterscbied besteht 
darin, dass man bei reellen Variabein gewoludicb die Diflerenzen 
]e zweier auf einander folgender Werlbe gleich aHnimml. Dies 
ist bei coinplexen Wertlien der Variablen nicht immer erlaubt, 
denn da die Differenzen z, — z«, z, — z,, etc. die geraden Unien 
z„z, , z,Zj, etc. ihrer Länge uikI Richtung nach darstelleii, so 
würde die Annahme der Gleichheit dieser Differenzen ziigleicb 
voraussetzen, dass iler von der Vai'iablen diircblaufeuc Weg tlic ■' 
von z„ nach z führende gerade Linie sei. Es ist aber, «ie wir 
schon im vorigen § gesehen haben, von der höchsten Wicblig- 
“keit, den Weg, welchen die Variable durcbläiifl, nicht ni'dier zu 
beslimuicn, sondern derselben alle Wege offen zu erhalten. Es 
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ist aiirli aus iler Lehre der reellen hesliiiiiiiten Integrale hekannl, 
dass die Annahme der (ileirhheit der IHlTerenaen dnrrhaiis nirht 
weseiillirh ist.. Man kann daher folgende von reellen Integralen 
gellenden SäUe unniitlelbar auf coinplexe Integrale nitertragen: 

1) Hedeutel tt irgend einen der von der Variablen dwrrh- 

lanfeuen Werthe, so ist . 

.h 

• » 

2) Ks ist 




*0 


d. h. dnrrhläurt die Variable die Linie, welclie <lie slelige Anf- 
einantlerfolge ihrer Werthe darstellt, hi unigekehrler Kiehtnng, 
so erhält das Integral den entgegengesetzten Werth. 

. t;he wir nun zu einer näheren l'nlersiiehnng des Kinllnsses 
übergehen, den der von der Variablen durehlaiifene Weg auf 
den W'erlh des Integrals hat, srhirken ftir die’ folgende Betraeh- 
tiing voran: . 

Es seien P und Q zwei reelle Kunrtioiien von zwei Va- 
riabein X lind V von der Besi-halTenheit, dass sie für alle Werthe 
dieser Variabein, welche, als rechtwinklige Loordinaten angesehen, 
den l'iincteii einer von einer geschlossenen Linie begrenzten ehe* 
neu Fläche angehören, endlich, stetig und 'eindeutig sind, llics 
vorausgesetzt, kann man das Doppelintegral 



dx dy. 


gen'ninnien itr Bezug auf den ganzen, von. der geschlos.senen 
Linie 'begrenzten Tlieil der Eibene, in ein einfaches Integral ver- 
wandeln, welches sich nnr auf solche Werthe von x und y er- 
streckt, deren zugehörige Piinrte aiifcier Peripherie der gesi hlos- 
seneii Linie liegen. ‘ - ' 

Schi<eibt man das Integral J in der Form 



so kann man iin ersten Theile die Integration nach y, im zwei- 
ten Theile die nach x aiisführen.' Zieht man näiulioh die zu 
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einer beliebigen Abscisse x zugehörige Ordinate, welche die ge- 
srhlnssene Linie zweimal dureliachneidet ,Fig. 27), und bezeich- 
net die den Durehsehinlts|Miiicten 


zugehörigen Werthe der Funelion 
P mit P’ und P", so liat man, 
da' die Fiiiirtion P innerhalb der 
Linie endlich, stetig und eindeu- 
tig vorausgesetzt wird, 

'dP 


Fig. 27. 




dx dy 


=fß. 


dx. 



ln diesen Integralen geht x von ^ 
der ersten, äus-sersten Abscisse a —-g - 
bis zur letzten a. In dem ersten ' 

Integrale hat tiian daher för P" alle Werthe der Function P ein- 
‘zuselzen, welche dieselbe nach und nach in den I'uncten der 
Linie AP"a' annimnit. Kbenso hat man in dem zweiten Integple 
für P' alle diejenigen Werthe der f'unction P einzuselzen, welche 
diese narli und nach in den Piincten der Linie, AP'/i aiininiiiit. 
Lässt man aber in dein zweiten Integrale die Abscisse x in um- 
gekehrter Kichtiiiig von a nach a gehen, so kehrt das zweite 
Integral sein Zeiclien um , zugleich wird der Theil AP' A! der 
geschlossenen Linie ehenralls in umgekehrter Richtung, nämlich 
von A' über P' nach A, diircblatiren und bildet mit dem ei'slnn 
Theile AP 'jf zusammen die ganze gcscidossene Linie. Demnach 
erhält man 


Sri =/'' 


dieses Integral längs der ganzen geschlossenen Linie genommen ; 
d. h. US sind für P alle diejenigen Werthe die.ser Function zu 
setzen, die dieselbe in den I’uncten der geschlossenen Linie 
AP"a'P'A hat. 

Ebenso kann man nun auch das zweite Litegral 

r'e>Q 


J, = 


. / W 

J " 


dx dy 


behandeln. Bezeichnen Q' und Q" die Werthe, welche die Func- 
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tioii Q in den beiden l)niTli8clinilte|miK:teii einer zu einem be- 
lieltigen Wertbe von y zugehörigen A4)8rlsse erliält, so ist 

f'-® <‘y - fo' «'y- 

j'ig, 27 . Hier gebt y von b bis b' , das 

erste integral ist also längs der 
Linie ÜQ" li' , das zweite längs 
der Linie BQ'ß' zu nehmen. 
Kehrt man aber in dein letzte- 
ren wieder das Zeirlien um, so 
vereinigen sich beide* Integrale 

zu einem einzigen, / Q dy, 

welches auf die ganze geschlos- 
sene Linie auszu- 

dehnen- ist. Allein, wie man 
sieht, ist jetzt die Integration in ' 

i Q dy \n uiugekelirler Richtung zu nehmen wie frfiher in Cpdx- 

*■ 

Will mau daher bei beiden Integralen die Richtung ' die nämliche 
sein lassen , so muss man setzen 

- ff^ ^y 

und erhält alsdann schliesslich • • 

-. 2 ) 

Man kann also ein in Bezug auf cine_ von einer geschlossenen 
Linie begrenzte ebene Fläche genommenes Integral in ein längs 
der geschlossenen länie genommenes." und nmgekehrt, verwandeln. 
F,s sei nun wie frfiher 

J« — /■{*) = -1' + 'i' 

eine Function der romjdexen Variablen ♦ 

z — a: -F ly. 

Wir betrachten das Integral J f (z) dz, bei welchem die Variable z 


. Digitized by GoogIc 



Abschu. X\l. UeiHT Funcüunen einer coDiplcxcn Varialildi clc. $83. 347 

eine geschlossene Linie beschreibe, und nebtnen an, dass die 
Function f (7) innerhalb dieser geschlossenen linie überall syn- 
ektisch sei, d. h. dass sie in allen Pnncten iiir inneren und auf 
der Peripherie der geschlossenen Linie endlich und stetig bleibe^ 
und dass sie deiisell>cn Werth nieder erhalte, wenn die Variable 
die geschlossene Linie besi-hrieben bat. Dann ist 


; Jf[z) dz = j\x + .T) [dx + idy) 

=3 J [Xdx — I'dy) + ij (Ydx Xdy). 


Nach dein eben bewiesenen Satze lassen sich diese beiden IhTb' 
grale in Uoppelinlegrale verwandeln, sodass man erhält 







Wenn nun aber X -|- iY eine Function von z ist, $0 müssen nach 
§ 80 (1) die bedingnngen 

^ . c»'_l ^ ^ " 

dy ' dx dy dx ® 


erfüllt sein; folglich sind beide Doppelintegrale Null, und daher 
auch 



Wir haben liiemit folgenden Satz gewonneu: 

Satz I. Da~s Integral von einer Function einer 
complexen Veränderlichen, längs eincrgeschlosseacn 
L-inie gen ommen, hat stets den Werth Null, wenn die' 
Function innerhalb dieser Liyie überall synektisch 
Ist. 

Hieraus geht sofort das Verhalten der Werflie eines Integrals 
hervor, wenn man die Variable zwei verschiedene, aber zwischen 
denselben zwei Pnncten enthaltene, Wege durchlaufen lässt. Des 
präciseren Ausdrucks halber möge dabei folgende Bezeichnung an* 
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gewendet werden: Wenn die Variable z den Weg aeb (Fig. 281 
durchläuft, so soll das Integral 

i 

f (z) dz mit J (ach) 

Kig. 28. bezeichupt werden. Es seien nun arb und 

adb zwei von a narb b führende Wege, so 
beschalTen, dass innerhalb der dadurrlr be- 
grenzten Fläche die Funclion f (z) überall 
synektisch sei; dann ist nach dem vorigen 
Satze 

J [aebda] = o. 

W'eil aber 




J [aebda) — J [aeb, -j- J [bda] 

)ind 

J [bda] = — J [adb] 

ist, so ist 

J [aeb] — J [adb); 

d. b. Satz II. XX'enn in einem bestimmten Integral die 
Variable beim ücbergarig von der unteren ziTr oberen 
Grenze zwei v e r s c b i e d e n e W e g e d u r r li I ä ii f t , s o e rli ä 1 1 
il a s Integral a n f b e i d e n Wegen denselben W' e r t h , wenn 
die Function innerhalb der von deu biüden Wegen 
ei nge sc h I ossc neu Fläche überall syneklisch ist. 

Man kann die Bedingung, unter welcher dieser Salz gilt, 
auch dadurch aiisdrücken, dass man sagt, der von den beiden 
Wegen eingesrhlossene Theil der Ebene darf keinen ausgezeichne- 
ten Pimct der Fnnction enthalten ; denn wenn dies nicht der Fall 
ist, so ist die Function in jenem Theile der Ebene synektisch. 
Zu bemerken ist ferner, dass der gemeinsrhafllirlie Anfangs- und 
Endpunct der beiden W'ege auch ziisammenfallen können, sotlass 
lieide Wege geschlossene Linien bilden, die jedoch den .AusgangS- 
|mnct gemeinsam haben ; dar Satz bleibt ilann immer noch rich- 
tig. wenn nur in dem zwischen den beiden Wegen liegenden 
Flächenatück« sich keine ausgezeichneten i'uncte bellnden,. wie 
auch übrigens die Function besehalTen sein mag. 

Ne,hmen wir wieder an . die Variable z durchlaufe, eine ge- . 
schlossene Linie adbra Fig. 28). und die Funrtion f (z) sei 
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moiiodroni auf derselben, aber es betinden sicli in deren Inneren 
ein oder mehrere Piinrie t, in welchen die Function unendlich 
ward, so kann inan iiirht mehr behaupten, (lass das längs der 
ges4'blosscneu Linie genoiniiiene Integral gleich Null ist; wir wer- 
den vielmehr weiter unten sehen , wie wir den Werth desselben 
ermitteln kbniien. Lässt man nun aber die Variable z eine an- 
dere g(>schlossene Linie efgr, welche den oder die l'imcte t eben- 
falls uingiebt, in der näiTilkben Richtung diirchlanfen, und ist 
die Function f (z) innerhalb des von den beiden geschlos-senen 
Linien begrenzten Raumes überall endlicli und stetig und ausser- 
dem auch auf der zweiten Linie efge monodrom, so hat das 
Integral längs der Linie adben denselben Werth, wie längs der 
Linie efge. iteiin verbindet man einen Punct e der einen Linie 
mit einem beliebigen Puncte a der anderen so, dass die Verbin- 
dungslitiie den von der Linie efge umschlossenen Raum nicht 
durchschneidet, so ist 
. J [aef gea) = J [adbcd], 

weil man auf diese beiden Integrale' den vorigen Satz anwenden 
kann. Nun ist aber 

J [aef gea) = / [a'e] -|- J.[efge) -f J [ea) 

— J{efge), 

denn da die Function f{z) anf der Linie efge monodroin ist, so 
hat sie beim Durchlaufen der Linie ea in dieser Richtung die- 
selben Anfangs- und Eiidwerlhe, wie vorher in der Richtung ae, 
folglich sind die Iiilegrale J[ae) und'/(e«) gleich und eiitgegen- 
gesetzt. Demnach ist, was zu beweisen war, 

J[efge) = J [adbca). 

.Mi>n hat also auch folgenden Satz: 

Satz lU. Wenn die Variable z um einen oder meh- 
rere Puncte herum, in welchen die Function f (z) un- 
endlich wird, zwei verschiedene geschlossene Linien 
durchläuft, und die Function f (z) sowohl längs diesen 
Linien monodrom ist, als auch in dem zwischen den- 
selben enthaltenen'Ranme endlich und stetig bleibt, 

so hat das Integral Jf{z)dz, längs beiden geschlosse- 
nen Linien geuomnieu, detiselbeii W'erth. 
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E.'« Tenlieiit hervorgehoben zu werden , da!4!i dieser Satz nicht 
mehr gilt , wenn die Function f [z] auf den gesrhiossenen Linien 
nicht nionodroin iH. Wäre sie z. H. eine Quadratwurzel , welche 

für r — < unendlich wird, wie , — , so würde sie, wenn die 

Vz — t 

Variable zuin zweiten Haie nach e kommt , das Zeichen wech.<eln, 
und daun würde J (ae) -f- J [ea) nichl gleich Null, sondern gleielf 
2 J {ae) sinn. *) 

Wir gehen nun zur Bestmimung des Werlhes eines Integrals 


/i-w,«. 


über, wenn dasselbe längs einer geschlossenen Linie genommen 
w ird , innerhalb welcher die Fftnclion f (i) unendlich w erden kann, 
vorausgesetzt, Jass sie auf der geschlossenen Linie monodrom ist. 
Nehmen wir zuerst den Fall, dass die Function f (z) nur in einem 
einzigen I’uncte t iuncriialh der geschlo.ssenen Linie unejidlich* 
werde, so sei adhca (Fig. 28) die.se Linie; dann hat das Integral 
Fig. 28. nach dem vorigen Satze längs jeder ge- 

^ schlossenen Linie* die innerhalb adbca liegt 

. und den l’unct t unischliessl, denselben 
I Werth, wie längs adbca, also auch längs 
/ eines nin t mit einem kleinen Radius p be- 
schriebenen Ki'eises. Setzt man 

•> 


/ 



J'l ./ 






z — ( = p (i'os <p -f- I sin gp) = g c 

so hieihi , wälirend z die l'eri|iherie dic.ses 
Kreises diirchliiuri . p ronslant, und gp wächst von gp# bis gp„ -J- 2x. 
wenn g>g den Anfangswerth von gp hezeichnnl. Schreibt inan fei'ner 




SO erhält man . da 


dz 

z — t 


Up 

fff \d(f> 

»> 

pe 


= I ij<p 


*) Man bemerke, «iofls» wenn die gescblossenen Linien jede zweimal 
rinrchlanftm worden^ die (^nadratwnrzol also zwciiiral das Zcich^u weeh«, 
«eit, der Hatz für diese Function wieder wird. Au« dienern (irunde 

kdnnte man, ilbcreiiintitumcml mit Hiemanu's Anschamin^rsweise, ein« 
Linie erat dann (^e«cb1os«en nennen, wenn die Function, zum Ausgangs- 
puncte zurückkebrciid,. auch wieder denselben Werth erhält. 
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wird. 


* + 2 jr 

Jf (i) ,lz ij{z ~ 0 r{z) d<p. 
1 0 


Der Werth des Integral« ist nacli dem vorigen Satze von der 
GrOs.se des Radius ganz unabhängig , wofern dex Kreis nur ganz 
itinerhalh der Linie adbca liegt, oder wenigstens keinen zweiten 
aiisgezeirhneteu l‘unrt iiins<'hliesst. Man kann daher den Kadius 
Q auch bis ins Unendliche abnehinen lassen; dann nähert sirh z 
dem Werlhe l, z t der Mull , und f (z) dem IVerthe f (l), W'el- 
cher der .\unahme nach unendlich gross ist. . Das Product 
(z — ninmil also die Form o.oo an und kann daher raög> 

lirher Wci.se einen endlirhen Grenzwerth haben. Wir wollen nun 
♦ ** 
diesen Fall annehmen, also voraussetzen, dass die Funrtion f [z) 

zwar füi’ = t unendlich werde , zugleirh aber so liesehallen sei. 
dass das Product {z ~ t) f (z) sich für z = / einem endlichen 
Grenzwertiie iifdiere, welcher auch von (p uiMhhnngig sei, d. h. 
welcher für jede Kichtung , auf welcher man sii-h dem Puncte < 
näliert, derselbe bleibe. -Bezeirliiiel man diesen Grenzwerth mit 
p. setzt also 


,lini (r — 0 /■ W = P (für r = 1), 


so wird nun 


9>0-+-2r 


Jf{z) ilz = ip Jdip — ijtip. 


Uiedurrh ist der Werth des Integi'als längs der geschlossenen 
Linie bekannt, sobald der Grenzwerth p gefiuiden werden kann. 
Für den Fall, dass f [(] nicht \mendlicb gross ist, ist p allemal 
.Null, 'und wir kommen wieder auf den früheren Satz zurück,, 
dass auch das Integral Null ist.*) 

Dieser Satz kann nun sogleich auf den Fall ausgedehnt wer- 
den , dass die geschlossene Linie in ihrem Inneren mehrere Puncte 


*) Diesen wichtigen Satz hat Caueby aiierst, wenn anch in anderer 
Form, in der Abhandlung „Memoire siir les iute'grales delinies.“ (Mdmoires 
presentes par divers aavana ä l'aeadduiie des Sciences. Tomei. 18?7) aus- 
gesprochen, von welcher .Abhandlung Poisson in dein „Bulletin lies 
Sciences par la societe philomatique de Paris.“ (Annce l.SII. p. 185} eineu 
Bericht gegeben bat. 
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enthält, in deneu die Fiuietinn nnetidiieh wird, wenn diese Punrte 
mir di.^erete, in endtiehen Entrernungen von einander beflndliebe, 
sind. *) Nehmen wir beispielsweise an , es seien drei solrhe 
Puncte vorhanden, , fj, Die Function f{z) sei in diesen 
drei Puncten unendlich gross, ini übrigen aber innerhalb der 
geschlosstmen liiiie synektisch, ferner inügen die Produrte 
[t — <,) /• {*), (z — tj) /■(!), (i — < 3 ) f{z) für I = /, , z ~ Ij. 
z = besliminte ondliehe Grenzwerthc annehinen, die resp. 
durch p^ , , Pj bezeichnet werden niügen. Dies vorausgesetzt, 

theile man die von der geschlossenen Linie begrenzte Fläche 
durch zwei Querlinien ac und fd (Fig. 29) so in drei Theile, dass 
Fig. i». g jeder Theil nur einen der Puncte /,, t, 
eiitbqlt. Alsdann kann inan den Werth 

de.s Integrals j f (i) dz längs der Begren- 
zung eines jeden dieser Theile nach dein 
vorigen Satz bestiniiiieu. Mit Anwrendiing 
der S. 348 angegebenen Bezeicbniing er- 
hält inan näiulicb 

(41 /(acbo) = 2*ip|. J \afdea) = J \fedf, = inip^, 

wobei die ge.s<-hlosseuen Linien alle in der Richtung der wach- 
senden 97 durchlaufen werden inü.sseu. Nun i.st aber 
J [acba = J (ur) -p / (cba) 

J ^afdra) / (af] + J ifd + > (de) + J (ca) 

J fedf = J fed + J {df), 

folglich erhi^l^ mau , da 

J ac -f- J [cd] - - II, J ifd} -p J {df , = o 

ist, 

J {acht,) -f J afdca' + J fedf ) -^ J[cba] -p / («/•) -p J fed -P J[dc) 

= /[cbafedr], 

d. b. die Suinine der drei Werthe (4) ist gleich, dein Integral 
längs der ganzen geschlossenen Linie gcnonunen. .Also ist dii'ses 
Integral 

/ (cbafedr) = 2*i (pt -p Pi -p P:i'. 

*) Vgl. ausser den oben angegeheneii Alihnndtnngen auch noch die 
folgende : 

Canchy. Meiiioire siir les vsriationa integrales des fonctinna Com- 
ptea rendua. IH.V». Tonic 10. p. O.'il, 713 iiml HOt. 
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§84. 

~ IKe iin vorigen § angestellteii BetrarhUingeii deuten darauf 
hin, daj!« der Werth eines eoinplexen Integrals, sobald die unter 
dem Integralzeirhcn stehende Fuiietion nieht üherali synektiseh 
ist, wesentlich von dem integratioiiswege abliAngig sein wird. 
Wenn dies aber der Fali Lst, so kann ein bestimmtes Integral, 
dessen obej-e Grenze veräuderlirli ist, fQr einen und denselben 
Werth dieser oberen Grenze, je nachdem die Variable, von der 
constanten unteren Grenze ausgehend, diesen oder jenen V/eg 
durchläuft, andere und andere W’erllie erhalten, und daher ein« 
mehrdeutige Function der oberen Grenze darstelien. Puiseux 
liat in der schon mehrere Haie citirteu Abhandlung gezeigt*), 
dass aile Integrationswcge auf gerade Linien und Eleinentarcon- 
turen zurhekgeführt werden können , und es dadurch möglich 
gemacht, dass mau alle Wertlie, welche ein bestimmtes Integral 
annimmt, wenn alle iiiöglicbeii Integrationswege berücksichtigt 
werden, wirklich angeben kann. Dieses soll nun an einigen Bei- 
qiielen näher erläutert werden. 

Erstes Beispiel. Wir beginnen mit dem Integral 

ß- ■ 

Die Function -- Lst zwar in der ganzen Ebene monodrom,. aber 

sie wird unendlich, für z — o. Der Nullpunct.kit daher ein aus- 
gezeichneter Ihinct, und wir können nach dem vorigen § den 
W'ertli des Integrals bestimmen, wenn es längs einer, den Null- 
piinct umgebenden, geschlossenen Linie, also auchblängs einer,. 
V 0 II einem beliebigen Puncte ausgehenden , Elemeiitarconhir um 
den Nullpunct genommen wird. Wir haben hier 



/■(*) = 7 . ‘ — 0 , 


also 




(z - i) f{z) = = 1 : 


demnach ist aitph 

P = 1. 



*) Pnisenz. Recherches sur lei fonctiona alg^briqnee. III. Partie. 


(Lionville. Joum. de math. T. lä. p. 429.) •- 

Uurcf«, flli|>t. FuHcUoiitn. 23 
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Fig. 21. 


iiml der Werth de.« Integrals gleieh 

+ 2»i. 

je iiaehdeiii die Kleineiitareontur in jiositiver od«r negativer Kich- 
tiing (lurrhlaureii wird. Wii'd~ die Kieinenlarruiitur n-Mal hinter 
eiiiaiidei' in der gleirheii Itiehtiing diirrhlauren, so ist der Werth 
des Integrals 

+ 2 «*«. 

Mniinl man min das Integral zwisehen den Crenzen 1 und 
*, wo z einen lielieblgen Wertli der Variahleii hedeulen, und der 
Werth 1 durch den l•^lnrt a (Fig. 211 dargeslellt werden möge. 

und hezeiehnel man ilas längs der ge-" 
raden l.inle nz genommene Integral, wel- 
ches das geradlinige Integral genannt wer- 
den solF, inil (log z!, so erhält das Integral 
narh dem zweiten Satze des vorigen § 
auf jedem Wege, der den aiisgezeieh- 
iiclen l’uiift nicht umschliesst, ehenfall« 
den Werth log z); jeder W'eg aber, der 
den ausgezeichneten Pimct ein oder 
erlheill dem Integrale densellien W’erth, 
wie der W'eg, wrelrher entsteht wenn man der geraden Linie die 
Elementarmnlur von n ans um den Nidipunct in ein- oder mehr- 
maliger IhnkreJsung vorhi'rgrhen lässt. Miiimt man daher auf 
alle Wege lliicksicbt, welche die Variable von. dem Puorte a bfe« 
z durrtdaiifen kann , so erhält man für "alle W'erUie , die das lli- 
legral aniielunen kann, die Funnel 



mehrere Male umwimlel , 




z) -F 2»*«, 


worin n jede jKisitive oder negative ganze Zahl und aurh Null 
sein kann. Hieraus geld hei'vor, dass das vorliegende Integral, 
wenn man nur keinen der mögliehen Integrationswege aiissrliHesst, 
in der Thal die Funrlion log z in ihrer ganzen Vieldeutigkeit 
darstellt. 

Zweites lleisjriel. 


/ — 
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in diesem Integral« ist die Fuuctioii 



ebciiralls nioiiüdroin in der ganzen Kbene, sie wird aber ainend- 
lieb ffir I = + I und für z = — i, daher sind die Piinrle + i 
und — i ausgezeichnete Pmicte. Sie sind in Fig. 26 mit a und b 
bezeichnet, rntersiicht inan die Integrale- Fig] 20. ^ 

längs den Eleinentifrronlnrrti um diese 
Pnncte, so ist, wenn man l^ — i .und 
— i setzt , 

' j I 

(* *1) i +~j* ~ ‘-i-i’ 

folglich der Grenzwertb für z = i 
p, = lim (i — #,)^(z) = 
ebenso ist . '* 

' (*-’<,) /■(») •= == rir,- 

und der Grenzwertb für z = — 1 

Pj = lim (z-lj) ^ ; 

di« Werthe, welrhe das Integral längs d«n beiden Eiementarcon.- 
turen nin die Pnncte i und — t erhält, sind daher resp. 

+ « und — X. 

Nimmt man das Integral längs einer gc.schlosseneii Ijnie, welche 
beide ausgezeichnete Pnncte so unigiebl, dass beide in |M>sitirer 
Richtung iiinkrtiist werden, so erhält dasselbe nach deni letzten 
Salze des vorigen § den Werth ' 

« — a = 0. 

Beceiebnet inan nun, ähnlich wie vorhin, mit (arc tg z) 
das geradlinige' Integral zwischen den Grenzen 0 und z, und 
lässt der geraden Linie die beiden -Eleinentarconturen, jede be- " 
liebig oft, vorangehen, so sind alle Abrigcn hitegrationsweg« 
einem der erstereu aequivalent ; daher ist der in Rücksicht auf 
aUe möglichen Iiitegralionswege voHständige Werth des Integrals 




= (arc tg z) + HX, 
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wo n eine positive oder negative ganze Zahl iNuU eingesrUossenj 
bedeutet, stellt also die vieldeutige Function Arcus Tangens roll- 
sUndig dar. 

Wir wollen bei diesem Beispiele di-n Werth des Integrals, 
wenn es längs einer der beiden Eleinentarconturen genommen 
wird, des Folgendeji wegen, auch noch direct ennittclii. 

Lässt man die Variable vom Nullpuncle auf der Ordinateii- 
axe bis zu einem nahe an + ' (» 1» der Fig.) liegenden Ihincte 
u gehen, einen ganzen Kreis mit dem Radius p um a beschreiben 
und dann nach dem Nuilpuncte zurückkehmi , so zerlegt sich 
das längs dieses Weges genommene integral in drei Theile, näm- 
lich in die beiden geradlinigen Integrale 
/ (oa) und / (ao) und das längs des Krei- 
ses genommene Integral Aber da die 
Fiinctiön moiiodrom ist, so hat sie, wenn 
z zum zweiten Male nach a kommt, dort 
denselben Werth, wie beim ersten Male; 
folglich sind die beiden integrale / (oa^ 
und / ( oo ) gleich und entgegengesetzt 
und hebtm sicli auf, s<Klass nur das In- 
tegral längs des Kreises ermittelt zu 
werden brauclit*'). fvetzt man zu diesem Zwecke 

(<p 

z — I = 


Fig. M. 

(v) /* 

V ,A 

(vj ^ — / •«) 


•6'> 


so ist auf diesem Integrationswege p conslant, und wächst von 
bis -)- 2», wenn f), den Anfangswerth von tp bedeutet. 

Nun ist aber 


demnach 


* + I = 2i'+ pe 




dz =. ife^^dtp. 


/ dz / idtp 7* d<f 

J * + *’ J2.+JC-»’ ~/2 - Ve 


Lässt, inan alsdann den Radius q bis ins Unendliche abiielunen, 
80 erhalt man als (irenzwerth 


9»^ j* 



-^0 


*) Dtei folgt unch ans dem dritten Satie den vorigen 
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wie oben. Auf dieselbe Weise ergiebt sich durch die SabsU- 
tiition 

I + «■ = pe"’’, 

bei der anderen Eleinentarconlur der Inlegralwerth — *. 


Drittes Beispiel. 


Hier ist die Function 




nicht in der ganzen Ebene nionodrom , vieJmehr wird sie idrhl 
nur unendlich in den beiden ausgezeichneten Punrten z = 4* 1 
und z = — 1 (c und d, Fig. 26). sondern sie wechselt auch 
das Zeichen , wenn die Variable eine geschlossene Linie um einen 
dieser Punrte beschreiht und auf ihren Ausgangspunrt wieder 
zurückkoninit. - Zur Ermittelung der Integralwerihe für die Eie- 
mentan'onluren reiclit daher hier der < jiurhy'sclie Satz nicht 
mehr aus, sondern wir niü.ssen dazu in ähnlicher Weise verfah- 
ren , wie es am Ende des vorigen Beispiels angegeheii worden 
ist. Zugleich aber müssen wir auch den Werth angebeii , mit 
welchem die Funclion y'\ — z‘ von dem I’uncte z = o ausgehen 
soll, wir wählen dazu den Werth 4- 1. Wir lassen also die 
Variable von o auf der Abscisseiiaxe bis zu einem nahe an c He- 
genden Punrte y gehen, beschreiben mit ihr einen Kreis um c 
mit dem Radius q und kehren auf iler Abscis.scnaxe von y nach 
o zurück. Zerlegt man nun aber wieder das integral längs die- 
ser Eleroentarcontur in die beiden geradlinigen Integrale J (oy), 

J iyo) und das Integral längs des Kreises, so beben sich die bei- 
den ersteren hier nicht auf ; denn da die Funclion f/l — z* nach der 
Umkreisung des Punrtes c mit dem entgegengesetzten Zeichen 
nach y zurückkommt, die Elemente dz auf dem Wege yo eben- 
falls das entgegengesetzte Zeichen haben, so erhalten die Eie- . 
menlc 


rix 


Kl i* 


auf dem W'ege yo dieselben Werthe , wie auf dem Wege oy, und 
datier ist 


' J (yo) e= J {oy) und J (oy) 4- J W = 2/ (oy). 
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Zur Eriiiitleluiib' des kreisförmigen Integrals setze man ferner, 
damit p roiistant sei, 


dann erhilt man 


1 — = ge 


}<P 


mkhtn 


1 + t = 2 — pe 




dz — 


iqp . 

• -^f^e dtp , 


Lässt mau nun aber hierin den Radius p bis ins ünendlirhe ab- 
iieliinen, so nimmt auch der Werth dieses Integrals bis ins Un- 
endliche ab; zugleich nähert sich der Puiirt y dem Puncle c, 
der Integraiwerlh für iliese Elementarconlur reducirt sich daher 
auf den doppelten Werth des geradlinigen Inti'grals zwischen den 
Grenzen o und 1. Folglich erhält man dafür 

A ^ ' 

2 / 'oc', = 2 y i ^ ^ 1 = *• 


Ganz in derselben Weise ergiebl sich, dass der Integralnerth 
für die Kleinenlarcnntiir um — 1 sich auf den doppelten Werth 
des geradlitiigeii liilegrals zwi.sclien den Grenzen o und — 1 re- 
ducirt. Mau erhält dann für dieses Integral den Werth 



Wenn die Function — z* aus dem PiinrAe 1 o mit dem 
Werllie — 1 aiisgehl . so erhalten auch die Integralvrertlie längs 
der Elenientarcontnren die 'entgegengesetzten Werlbe , also um 
den Pimct 1 den Werth — * , und um den Punct — 1 den 

Werth + «; denn während z auf iIct ' geraden Linie von o bis 
+ 1 oder — 1 geht, kann die Wurzel ihr Zeichen nicht wech- 
• sein , sondern behält das einmal erhaltene bei. 

Lässt man nun die Variable die Flementarconliir um - den 
' Piinrl -F 1 zweimal hinter einander durchlaufen , so erhält das 
Integral nach detfi ersten Unilaiife den 'Werth -f- », nun hat aber 
die Wurzel das Zeichen gewechselt, der zweite Itjiilauf giebt also 
dem Integral den Werth — * und daher l>eide zusammen 'den 
Werth « — n = o. Ebenso verhält es sich , wenn die Variable 
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die Kleroeularcontiir um den Piinrt — 1 zweünai iiinter einander 
durrbläun. Weiiti dagegen ziiei'!tl die Klenienlarroutur um den 
l’unct +1, und dann ilie um den l*unel — 1 besrhrieben wird, 
!H> erhält dag Integral bei dein •zweiten Uinlaufe wegen des er- 
rulgten Zeiebi-nwecbsels der Wurzel den Werth + n, und daher 
auf- beiden L'inläufen den Werth x + x 2x. Ebengu i^ es, 
wenn zuerst die Elemeiit^-rnntur um den Punct — 1, und dann 
die um den Punet -f- I besrlirielieii wird; auf diesem Wege er- 
hält das Integral den Werth — 2*. 

Uezeirhnet -man nini wieder das geradlinige Integral zwischen 
den Grenzen o und z mil (arc sin ri, wenn die Wurzel mit dem 
Wertlie -p 1 von dem Piinrle r== o ausgehl, so kann man zuerst 
dieser geraden Linie eine der lieideii Kleineiitarrontnren vorlier- 
geheii lassen, dann erhält das Integral wegen des narb dem l'm- 
laufe nm die Elementarrontnr erfolgten Zeirbenwerhsels dep 
Werth ■ , 

+ X — (arc sin z'. 

Zweitens kann man znorst beide Elemenlarrontnren hinter einan- 
der beliebig oft besehreibeii, dann erfolgt eine gerade Anzahl 
von Zeirhenwerhseln , mithin kommt die Wäirzel wieder mit dem 
Werlhe -f- 1 nach dem Punete z = o znriick; geht man also 
hierauf in gerader Linie von o nach z, so erhält das Integral 
den Werth 

2n» -p "arc sin z ] ; 

endlich kann man zwischen dem rmlaiife um beide Elenientar- 
co(itnren und der geraden Linie noch einen l'mlauf um eine der 
beiden Elemrnlarrontnren cinsehalten, dann erhält man füi' das 
Integral den Werth 

2nx + X — (arc sin z). . 

Damit sind alle Wege, auf welchen das Integral verschiedene 
Werthe erhallen kann, erschöpft, und es ergeben sich für diese 
die beiden Heihen 

2m3T -1- (arc sin z) 1 ■ ‘ 

und I . . . . . (5) 

(2» -f 1) sr — (arc sin r),J 

in welchen n jede positive oder negative ganze Zahl und ISull 
bedeuten kann. . - . - 
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lUe drei bis jetzt betrachteten Beispiele zeigen, dass die 
drei integrale 

ß=\og z. = arc tg r, = «rc sin z, 

*i '/ S 

vieldeutige Functionen ihrer oberen Grenzen darstellen , indem 'je- 
dem Werthe der letzteren eine Reihe wu Wertheii des integrale 
zugebdrt, die um Vielfache gewisser roustanter Grüesen von ein- 
ander verschieden sind. Diese Gonstanten sind bei den drei In- 
tegralen der Reihe nach 

2 * 1 , » und 2*. 

Betrachtet man . nun uingckehrX die oberen Grenzen als Functio- 
nen der Integrale , so werden diese Functionen periodische Fuiic- 
tioiien, da sie für eine Reihe in arithmetischer Progression auf 
einander folgender Werthe des Integrals gleiche Werthe anneh- 
men; bezeichnet man die Integrale mit u, so ist 

= e“. tg (m b») = tg u, sin (u -p 2n*J = sin u. 
Mdn nennt daher die coiislanteii Grössen, um deren Vielfache 
die Integralwertbe sich unterscheiden, Perioden. 

Man kann sich von der Periodicität eine geometrische Vor- 
stellung machen, wenn mau die Ebene durch parallele Gerade 
in Streifen zerlegt; diese Parallelen laufen bei der Function e* 
der Abscissenaxe parallel und sind um 2* von einander entfernt; 
bei den' Functionen tg u und sin u dagegen sind sie der Ordina- 
tenaxe paraliel und haben resp. die Entfernungen * und 2* von 
einander. In jedem dieser Streifen erhält die Function ihre 
sännnllirheu Werthe. und in je zwei entsprechenden Piincten 
zweier verschiedener Streifen nimmt die Function dieselben Werthe 
an. Die Functionen e" und tg u nehmen in jedem Streifen jedep 
ihrer Werthe nur einmal an, d. h. sie haben In je zwei ver- 
schiedenen Puncten des nämlichen Streifens verschiedene Werthe; 
Die Function sin u aber nimmt wegen des zweiten der Ausdrücke 
(5) in jedem Streifen ihre sämmtlirhen Werthe zweimal an, denn 
da nun jLurh 

sin {(2b -j- 1) X — u) = sin u 

bt, 80 erhält sin u den gleichen Werth für jede zwei Werthe 
vo.: u, deren Summe entweder gleich » oder gkich einem onge- 
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Fig. 30. 


raden Vielfachen von x ist. Je zwei solche Punrte a, a oder b, b 
desjenigen Streifens z. B. , der von den durch den Nullpuuct 
und den Punct 2x gezogenen Parallelen 
gebildet wird, liegen daher so, dass sie 
mit dem Nullpunct und einem der Piincte 
X oder'Sx ein Parallelogramm bilden, 
in welchem die Gerade von o nach x 
oder von o nach 3x eine Diagonale ist. 

(S. Fig. 30.)*) 

Viertes Beispiel.**) Zuletzt wol- 
len wir nun auch das elliptische Inte- 
gral 





dz 


Ku-i«) 

betrachten. Dieses is't dem vorigen in vieler Beziehung analog. 
Auch hier ist die Function nicht raonodrora, sondern wechselt 
das Zeichen beim rmlaufe um einen der vier ausgezeichneten 

Puncte z = i, * = — 1 , z= — i. Untersucht 

man die Integrale längs einer der vier Elementarconturen-, indem 
man annimmt, dass die WurzelgrOsse mit dem Werthe -{- 1 von 
dem Puncte i = o ausgeht , zerlegt man also wie vorhin das 
Integral längs der Elementarcontur in zwei geradlinige und ein 
kreisfArmiges, so werden auch hier die kreisförmigen Integrale 
unendlich klein. Um dies für alle vier zu gleicher Zeit einzu- 
sehen, bezeichnen wir die vier Werthe + l>+]f> — 1* — f 

mit a,b, c, d , sodass jeder der letzteren nach und nach jeden 
der ersteren bedeuten kann. Dann wird das Integral: 


1 /• dz 

* t/ — “) {.z — b)(z — e) (z—d) 


*) Ueber die weitere AusfUhrnng dieser Betrachtungen verweisen 
wir anf die Schrift von Briet and Bouquet; „Thdorie des fonctions 
doublement pdriodiques et, en particulier, des fonctions elliptiques.“ 
Paris 1859. p. 57. 

**) Vgl. hiezu die früher erwähnte Abhandlung von Pniseux und 
die eben genannte Schrift von Briot und Bouquet, p. 71 und 95. 
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, Setzt inan nun 



so bleiltt bei der kreisförniigeii Integration um den Puncl n der 
Radius p rniistant, und ip wächst von 9)« bis H* 2ir, wenn 
9>o den Anfangswerth von <p bezeiebuet. Üanu ist ferner 


z — b — a — b + Qc'^ 

i ‘V 

z — c = a — c -f- pe 
z — d ~ a — d pc'^ 
dz = ipe’’’ (kp , 

demnach geht das kreisförmige Integral über in 


et) 


(61 


IP • • 

/ 

* •' l/(a— 


p 4^^ dtp 


y (a— i+pe'’’ )(o— ) (n — rf + pe'* ) 


lind wird , w ie leiclit ersichtlich , mit p zugleich unendlich klein. 
Ha nun nach dem Umlauf um die Peripherie de.s Kreisi's die 
Wiirzelgrüsse ihr Zeichen gewechselt hat, und daher die gerad- 
liiiigen integrale einander gleich werden , so reduciren sich auch 
hier die Integrale längs der Elementarcoiituren auf die doppelten 
■Wertlie der geradlinigen integrale zwischen den Grenzen 0 und 

resp. +1, + Dabei entsteht aber eine kleine 

Schwierigkeit. Wenn nämlich der Modid k reell, positiv und 
kleiner- als 1 ist, so führen die geraden Linien von o nach + 
durch die Puncte + 1 hindurch. Bei der Integration. zwischen 
den Grenzen o und + müsäen aber die ausgezeichneten Puncte 

+ 1 vermieden werden. Dies kann nun zwar dadurch geschehen, 
dass man die gerade Linie in der Nähe dieser Puncte eine kleine 
Ausldeguiig machen lässt, aber dabei sind zwei ..verschiedene Wege 
möglich. Nehmen wir zuerst an, die Variable z gehe vom Null- 
puncte bis zu einem nahe an -f 1 (<'• I'iK- 31) iiegendeu Puncte 
a, be.schreibe einen kleinen Halbkreis um« nach a und gehe 

dann zu dem Puncte i (e in der Fig.); untersucht man dann den 
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Werth," «len eins integral auf «lieseui Wege «uiiäil, so verschwin- 
det das Integral längs des Halbkreises zugleich mit dem Itadius 
des letzteren , weil sein 
Werth durch den Ausdruck 
(6) gegeben wird . wenn 
man darin statt der • obe- 
ren Grenze 9 ,, 2}C nur 

+ X setzt; und da die 
Wurzelgrösse auf der l*e- 
ri|>herie «les llalbkri'ises 
das Zeichen nicht wech- 
s«'ll, so rediieirt sieh beim 
Versehwinden des KreLsrä- 
diiis der Wertli des Inte- 
grals auf die Sümnie der 
beiden geradlinigen Inte- 
grale / (on) -|- (««;■ Man kann, nun aber zweitens den aiisge- 

zeirlineb'ii l'nnrt a in folgender Weise umgehen , wenn man die 
Variable von 0 nach einem nabe an a , aber aiisserbalb der Ab- 
tdssenaxe. liegenden Pimrl«“ y gehen. dartYi einen ganzen Kreis 
um a b(‘srlireiben un<l darauf von y iiarh t gehen lässt. Hann 
verschwindet zwar aiirh «las kreisfnnnige -integral zugleich mit 
dem Radius , aber die Wurzelgrösse weehselt jetzt das Zeiehen, 
und «lalier erhält man, weTin bei versrbwindeiulein Radius der 
Punrt y mit «i zusammenfällt, ffir den Werth des Integrals die 
Differenz J {»({) — J tfle).*'. Hiediirrh bestätigt sich, «lass das 

geradlinige Integral zwisehen den' Grenzen 0 und in iler Thal 

nicht uiuEweidentig ist, wenn der Modul k als eiu reeller, [>osU 
tiver, echter Rrueh angenommen. wint. Üas.selbe gilt, von dem 

Integrale zwischen den Grenzen o nnd — -i. * 

Aus diesem Grunde, und weil es auch eine leichtere An- 
schauung gewährt, wenn keine zwtü der Elementarcunturen in 
dieselbe gerade Linii^ zusaminenfallen, wollen wir vorläufig än- 


*) Weiter unten wird man sehen, dass dieses damit Hbereinstimmt, 
dass sin am u sowohl für m =a A' -f* aI> auch ftir us=> K — iK’ den 
Werth annimmt, (Vgl. die Formeln anf 8. 2t>.) 
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neliiiipii, (lans dip Grftssp ^ einen l>eliebigen romplex.en' Werth 

habe , und deinnarh die Werlhe +1,+^, — 1, — i durch 

die Punete a, b, c, d in Fig. 31 darstellen. Bezeichnet man dann 

ferner die Werllie der Integrale längs der ner Elementarcontu- 

ren um die Puncte n, b, e, d der Reihe nach mit A, B, C, />, so ist 

1 


(7) . 


i 0 r. ^ 

JVa-i') (t-*M) 
0 

R _ 0 fl '’L 

r ^ 9 ■■ 

^ 


und alle diese Integrale sind längs den zwischen den Grenzen 
liegenden geraden Linien zu nehmen. 

Es wiederholen sich nun die bei dem vorigen Beispiele an- 
gestellten Betrachtungen. Nach jeilem Lmlaufe um eine Elemen- 
tarcontur wechselt die Wurzelgrö-sse das /eichen, daher erhält 
auch das Integral längs eines darauf folgenden Weges das entge- 
gengesetzte Zeichen. Wird also eine Elementarcontur , z. B. die 
um a, zweimal hintereinander beschricheii, so ist der Werth des 
Integrals A A und ebenso bei deji anderen. Werden 

aber irgend zwei verschiedene Elementarronturen hintereinander 
beschrieben, z. B. um a und -ä, so ist der Werth des Integrals 
A — B, Alsdann hat die Wurzelgrösse zweimal das Zeichen ge- 
wechselt; gehl also jetzt die Variable in gerader Linie von o nach 
einem beliebigen Puncte z, und ist « der Werth dieses gerad- 
linigen Integrals, .so wird der Werth des auf dem ganzen 
Wege genommenen Integrals A — B u. Mau kann die bei- 
den Elementarconturen um a und 6 zusammen der Geraden 
oz so oft vorangehen lassen, als man will, daher ist — B eine 
der Perioden des Integrals. Da die Sache sich nun ebenso ver- 
hält, wenn man irgend zwei der Elementarconturen aufeinander 
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folgen iSset, so scheint es, dass man eben so viele Perioden er- 
halten wird, aU die Anzahl der Coinbinationen der vier Eiemen- 
tarconturen zu je zwei beträgt, nämlich die folgenden seclis: 


( 8 ) 


K Ä — B, A — C, A — D 
\ B ~ C, B — D. C — D. 


Allein zuerst erhellt leicht, dass die drei unteren sich auf die 
drei oberen reduciren, denn man hat 

B — C = A — C—{A~ B) 

B — D = A — D - [A — B) 

C — D = A — D — (A — q-, 

die drei unteren entstehen also durch Verbindung der drei obe- 
ren; z. B. der Werth B — C würde auch entstehen, wenn man 
zuerst die Elemenlarconlureii um a und c in positiver Richtung 
und dann di« um a und 6 in negativer Richtung durchlaufen - 
Hesse, flan kann aber ferner zeigen, dass auch die dritte Pe- 
riode A — D aus einer Verbindung der beiden ersten A — S und 
A — C hervorgeht. Um 31 

dies einzusehen , untersu- 
chen wrir den W'erth des 
Integrals längs einer ge- 
schlossenen Linie, welche 
alle vier*Puncte a, b, c, d 
im Innern enthält. Zu dem 
Ende bescdireibeji wir aus 
dem Nullpuncte als Mittel- 
punct einen Kreis, der alle 
vierPuncte unischliesst, und 
Ia.sseii die Variable z zuerst 
in gerader Linie von 0 nach 
einem beliebigen Puncte f 
dieses Kreises gehen , den Kreis in positiver Richtung durchlaufen 
und von f wieder nach 0 zurückkehren ; alsdann hat das Integral 
längs dieses Weges denselben Werth, wie längs der rier hinterein- 
ander durchlaufenen Elementarconturen, weil zwischen diesen beiden 
Wegen kein ausgezeichneter Punct liegt, und die beiden Wege 
den nämlichen Anfangspunct und den nämlichen Endpimet haben, 

. folglich der zweite Satz, des § 83 auf sie angewendet werden 
kann. Der Werth des Integrals längs dieses Weges ist also 
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A — B + C — D. 

Wenn aber die Variable von dem Piinrte f aus die Peripherie 
des Kreises durchläuli und wieder nach f zurückkebrt, so bat die 
Wurzclgrösse viermal das Zeichen gewechselt. Penn, denkt man 
sich von dem Puiicte f aus Elemeiilarconturen um die vier Puncte 
«, h, c, d beschrieben, .so können dieselben durch allmSKge l!eber- 
gänge in die Peri|iherie des Kreises umgeforml werden, ohne 
dass ein ausgezeichneter Piinrt überschritten wird '§ 81). Dem- 
nach Ital die Wurzclgrösse bei der Rückkehr nach f denselben 
Werth wie beim Ansgange; 'da dann also die W'egc of und fo 
mit demselben Zeichen der Wurzel durchlaufen werden, so he- 
ben die Integrale J (of) und J (fo) einander auf, und das längs 
der vier bintcrcinander durchlaufenen Elemcnlarcoiiluren genom- 
mene Integral,-^ — B C — D hat denselben Werth, wie längs 
der Peripherie des Kreises allein. Dieses letztere Integral kann 
man aber crniiltelu. Setzt man nämlich ~ 



so erhält man dafür 



Nun ist der Werth dieses Integrals, da die Wurzelgrösse auf der 
geschlossenen Peripherie des Kreises monodrom ist, für jeden 
Werth des Radius p derselbe, wenn nur der Kreis alle die vier 
a«isgezeichneten Puncte umschlieSst. Man kann also auch den Ra- 
dius bis ins Unendliche zimehmen lassen, und dann hat das in- 
tegral den Greiizwerth Nidl. Demnach erhält mau 


Hieraus folgt 


otler 

(9) , -■ . 


A— B + C — D = 

A — I) = B — C, 

A - D = (A — C] ~{A - B); 
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also i»t auch die dritte Periode aus den beiden ersten zusammen- 
gesetzt, sodass die .sechs unter (8) aufgesteHteii Perioden sich 
schliesslich auf die z\iei rolgenden 

Ä — C und Ä — B 

rerluciren. 

Bezeichnet nun wiedei' u das geradlinige Integral zwischen 
den (irenzen 0 und einem heliebigcn Werthe r, so kann man 
zuerst der geraden Linie jiie obigen beiden Paare vnif Elemen- 
tarronlnren, jede in beliebiger Wiederholung, voraug(dicn la.ssen; 
das giebt, wann n und m beliebige |iositive oder negative ganze 
Zahlen oder auch ISull bedeuten, fnr das Integral folgende Iteifa; 
von Werthen 

n [A — C) + m [A — .ff) -f- « ; 

ferner kann mau ausser diesen beiden Paaren von Eiementarcon- 
turen noch eine einzige der vier Eleinentarconturen dem gerad- 
linigen Integral vurhergehen lassen; dann erhlilt man vier neue 
Reihen, n&mlich wegen des nach einnMÜgem L’inlaufc um eine 
Elenientarcoulur erfolgten Zeichenwechsels; 

n (A — q + m {A — B) + A — u 
n {A — q m {A — ff) -|- ff — u 
- H [A — q -i- m [A — B) + C — u 

H {A — Cj m {A — B) D — u\ 
aber diese lassen sich alie auf die erste reduciren, denn man hat 
n {A — q-^miA — B)-\-B — u 

= n{A — q im - [A — B) A — u 
n {A — q + m [A — B) ^ C ~u 

= (« — 1) (-d — q m (A — B) A — u, 
endlich weil 

B = A — [A - D) 

oder nach (9) 

I) = A {A - q + u - 

ist, 

n {A — q + m (A — B^i + D — u 

— — i) {A ^ q + {m + l) {A — B) + A — u. 

Dinnnacli .sind alle Werthe, welche das Integral zwischen den 
Grenzen 0 und z auf allen möglichen lulegriilionswegeii erhalten 
kann, in folgenden zwei Formeln entb.ilten - ■ 
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n {A — Cl + m {A — J?l + “ ■- 

und . ^ 

n {A — C) -i- m (A — B) A — u, 

und es bleibt jetzt noch übi'ig, die Werthe von A, A — C und 
A — B wirklich anzugeben. 

Die beiden ersten machen keine ^hwierigkeit, denn es folgt 
aus (7) C = — A, demnach ist 

I 

dz' 

I 

dz 

Der Werth von ist das Integral ltngs der beiden aufedn- 

ander folgenden ElemeuUrconturen um a und b. Diesem Wege 
kann mau aber folgenden anderen substituiren : man gebe von o 

nach einem nahe an a ge- 
legenen Puncte « , be- 
schreibe einen ganzen Kreia 
um a, gehe dann von et in 
gerader Linie nach einem 
nahe bei b liegenden Puncte 
ß und beschreibe ebenfalls 
einen ganzen Kreis um b; 
darauf gehe man wieder 
von ß nach a zurück und 
endlich von et, ohne den 
Punct a aufs Neue zu um- 
winden , nach dem NuU- 
puncte. Auf diesem Wege 
erhSit das Integral denselben Werth, wie auf dem vorigen, weil 
zwischen beiden Wegen kein ausgezeichneter Punct liegt*), und 
beide den iiümlichen Anfangspunct uild den nämlichen Endpunct 
haben, also wieder der zweite 8atz des § 83 angewendet werden 


Fig. 31. ' 





*) Würde nach der Uückkehr zum Puncte u der Punct a zum zwei- 
tenmale umwunden, zo würde der Pnnot a sich zwiachen beiden Wegen 
befinden, da bei der Ümformung des einen Weges in den anderen die- 
ser Punct überschritten werden müsste. 
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kann. Nun erleiilet die VViirzel(!fös,>ie bei der l'inkreLsiHig des 
Pnnrtes n einen Zoielienweelisel, bei der rmkreisnng des I’uneles 
b einen /.weilen /.eielienweelisel, sie köniml also mit dem ur- 
spi'niigliehen Zeirlien in a wieder an, der Weg tta wird daher 
in beiden Hirbinngen ndt gleieliem Zeirlien dei' Wurzel dnrrblan- 
fen, lind die gerailliiiigen liilegrale J {»a.) iiml /'«fo) beben sii h 
aiir. Nebmen imii die Itadieii der kreise bis ins riieiidlirlie ab, 
so. versebwiiuleii die kreisförmigen Integrale, und da der Weg aß 
mit negativem, der iimgekebrie Weg ß« dagegen mit |iosiliveni 
Zeichen der Wurzel diii'rlilaid'eii wird, so rednrirt .sich der Werth 
von A — ß auf den iiegaliieu lind doppelleii Werth des gerad- 
linigen Integrals roif « bis ß, d. b. wenn die kreisradicn Ver- 
schwinden, der Pnnrt ce mit «, mul ß mit b znsammenlnllt, zwi- 
schen den tireiizen 1 mul * ; also i.st 

■| 




— *•:>) ‘ 


..letzt hat es kein Itedenken mein', den .Modul k als einen 
reellen und posiliven echten Hrurh anzunehnien, denn die gerad- 
linigen Integrale sind jetzt mir «orh zwischen den (iren/.en 0, 1 

jiiid 1, j zu nelimen, sodaas hei ihnen memals ein aiisgezeich- 

iieler PifncI fiberschntten "wird. Macht' man nun diese Annahme, 
so ist 

r • ^ ^ K 

lind (nach § 24 (10) S. 93 

~ ih '. 

I * . 

demnach wird 

A 2k’. 

und bei beiden Perioden sind 

A — C~ 4A‘, A -r- ß — 2iK'\ 

also sind alle Werthe des auf beliebigen Wegen zwi'-chen den 
Grenzen 0 und z geHomnieiien elliptischen Integrals 

Ourt'g-c. Kiiiivilonen. 24 
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, </; 

:>) 0 - ) 


in ilen heiilen rhnncln 

4«A' -f- 2mih'' n ~ 

iiml 

4nA’ + 2niik" 2 h' — u 

rnihiilten. 

Die uin};(‘kelirle l''mi('tiiia sin am u ist ilalier <lo|i|iell perio- 
tlisdi, die Itnliees ilirer l'ei'ioili'ii sind 4A' und 2'A ' (vgl. die De- • 
inerknng nur S. 24), und innn erliiill 

sin um [\nK + 2>niK' -|- «} = sin am u 
sin am (2 (2n + 1/ A’ 2mih'' — u) = siii am u. 

Wegen-der zweiten (ileielning erhält die Fiutetinn sin am u inner- 
halb jeder IVriode den.selhen XVerlh fnr.zwei versehiedene Wertlie . 
von II, deren Sunnne entweder gleich 2A' oder ein ungerades 
Vielfaches von 2A', oiler eines von diesen heiilen, vermehrt um 
ein Vielfaches von 2iA'', ist. 

.\nch von der dn|ij)elten l’eriodicilät kann inan sich ein gen- 
nietrisches llild machen. Zieht man nämlich eine lleihe von ge- 
raden Linien in den .Abständen 4A' der .Ahsrissenaxe parallel und 

der Ordinatenaxe in den Abständen 
2Ä’’ (Fig. 32', so wird dadnri h die 
Ebene ili Hechteeke eingetheilt, so- 
dass die Fnnelion sin am u in jedem 
Dechteck ihi'e sämmtlichen AVerthe 
erhält und in je zweien eiiLsprechen- 
den l’nncten verschiedener Heehtecke 
gleiche Werthe anniinmt Denn es 
sei oa r= 4A’ ob 2A'', und in p 
habe die Variable den Werth u: macht 
man nun pp' und p"p’" gleich und 
parallel ua. p p' und j//l’ gleich und . 
[larallel ob, so hat die Variabb* in 
. den l’uncten /)', p”, p" resji. die Werihe u -f- 4A', u 2<A’’, 
u 4A' 4- 2/A'', und folglirh hat die Function sin am u in ihnen 

denselben Werth -wie in p. In jedem Hechleck hat sin «m u den- 


eine zweite Kcihe jiarallel 
Kig. ,12. 
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selben Werlli ipi z«ci l‘iiiirleii, z. H. in «len Pnnelen p uinl q, 
(Icn-n SuiiniK' «ler l'nnel r =~GA‘ -|- 2iA"' ist. 

Vmnillelsl «lieses genuieli-i.selien Hildes kann man sb'b aiieli 
eine klarei’e Vorslelinng von «len iyi .\bselinilt II nml nainenllii li 
von den auf S. 2S und 29 gegebenen Forineln inaeben. I'in 
dies wetngslens an einem lleispiide zn erläntei'n , «ollen «ir nn- 
lersneben, ««•lebe Wcgslreeken die Variable «/ naeb luid iiaeb diireb' 
lanfen nni.ss, wenn die Fnnetioii sin <tm u alle reellen VVerlbe von 
+ <x bis — cxi auninmil*. iNebinen wir zn dem Ende an. das 
lterbl(>ek cyiu sei dasjenige, in dessen vit-r Ei'ken c, y, n, i die 
Variable n resp. die IVerllie o, 4A’, 2«A'', 4A\+ 2<A'' habe; Ibeili 
man dann die Seilen ry und ui in je vier Tlieile nml die Seiten 
ra und yi in je zwei Tbeile und verbindel die Theilpimete. so 
eiiLspi'eeben diesen lolgende \V««rlbe von «: 


c .... 0 


n ... lA’' 


a . . . 2iK' 


, d .... K 
e ... . 2Ä' 

r 3A- 

y .... 4A' 


. . A' + lA' 
«’ . . . 2A' + iK' 
I . . . 3A' + <A' 
A . . 4A ■ + >A ' 


' m . . . A + 2iA ' 
l . . . 2K + 2iA ' 
A . . . 3A ■ + 2iA ' 
i . . . 4A ■ + 2iA"'. 


.Map kann nun aus den «dien erwäbnten Formeln rolgemle Tafel 
zusainmenstellen, in weleber mil v immer 4;iii reelb>s Argtnuenl 
bezeielinel worden ist: 


sin um iK' = oo 
sin um [K + lA' ) — 

sin um A' = 1 


j sin um [v + 'A'') 
I sin um [K -J- «>) 


l 

k .sin um v 

1 

.J um (e, k') 


sin am 2A' = 0 
sin am 3A' = — 1 

sin am (3A ’ + iK') ~ — 
sin um [AK + iK ) = co 


j . , CO» am t' 

5 sin am » + A = 

1 ' J am V 

j sin am (v + 2A') = — sin um v 


( sin um (3K -j- ir) 

*■ ( sin um 3A' + lA’’ -f- p) 


l 

.J um (IJ, k' ) 

ui am p 
k cos um V 


llemiiarb enlsprerlnm ilen .Aendernngeii von sin um ii fidgende , 
Wege fnr ti: 


*) VgL § 07. 
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iiil 

am u iiiuimt 

nb 



u 

gellt ■ 



von 00 bis 

1 

T 


voll 

n 

nach 

s 


.. 

I 

T ” ■ 

1 


1» 

s 

? •* 

d 


*» 

1 - 

0 



fl 




♦ ♦ 

« .. 

— J 


>> 

e. 

r* 

f 


.. 

— 1 

1 ’ 
k 



r 

it 

1 



1 

k •• 

OO 

- 

• » 

i 

»» 

A; 

also 

ist die gehrodieiie l.inie 

nsäcfth 

der Weg, 

ilcii die 

Variable 

u durchläuft, t\ ährend sin um u alle 

reellen 

w 

erthe von -F oo 

bis 

— oo 

aiiiiiinnit. 








>1111 

nicht es abi 

r Morli 

IMMI‘11 7.W 

eiten W 

•« 

; ilieser 

geht aus 

Col*; 

Olden 

Formeln ln 

rvor : 







sin am \K' = oo / ■ 1 

, [ Sill am (ti + «A ) = T— . ^ — 

sin am [K + ,A 'j = ~ ' 


sin am [K + 2iA' 
sin am {2h' + 2>A") = 0 

I 

sin am (3A' + 2i'A' ) = — i; 
sin am (3A’-}-(Ä''j = 


I sin um ''A' + iK' + irt 
lA") = 1 t •' V 


• von mn V 

' ' ^ am e 

sin am (2A'+ v + 2ih'') = — sin am v 

J ran (v, k') 
~ k 
^amo 


sin am (3A'-f- »A'* + I») = — — 


4^ / sin am (3A t? -f* lA ] 


sin am (4A' -f- lA ’) = 00 

lll■lnnadl iial man rnlgi-iulrs^ 
sin amu nimmt ub 


koosame 


von oo bis 

" k 
1 
0 

„ - 1 
_ 

" k ” 


M geht 

von H nadi s 


s 

tu 

l 

k 

t 


m 
I 
k 
I • 

A. 


iiiiil inan erhält für den Wej! von « zwidlens die gebriu'liene Li- 
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nie nsmlkth. Endlich kann inan aiii beiden Wegen statt der 
Strecken ns und ih auch resp. ms und tw siibslituiren ; denn in 
w ist K = 2A' + iK', und man bat einerseits 

sin am (2A' + iH'] = oo 

I ) sin am (A' + e + iA'') = , 
sin nm (A' + *A ") = i I 

andererseits 

sin am 2AT + ik'’j = oo 


^amv 
cos am V ' 


... 1 ! sin am ;2A’ + e + »A' 

sin am (3A -J- lAf j = — | 


Fig. 32. 


k sin am e ’ 

also durchläuft sin" am « auf den Wegen ms nnd mt resp. die reel- 
len Werthe von oo bis — nnd von oo bis — p sodass inan auch 
noch die beiden gebrochenen l.inien u-sdefim und msmlklm erhält. 

Geht man aus dem Hechteck cgia 
heraus, so kann man füi' die reelle 
Werthändernng von sin am u auch 
noch den Weg nsdccfs'n angeben, 
weil u und sin am u gleiciizcitig das 
Zeichen ändern. 

Hie Function sin am u erhält, wie 
wir wis.sen, im .Allgemeinen jeden 
ihrer Werthe in zwei verschiedenen 
Pimclen des nämlichen Rechtecks; 
schliesst man die Puncte der Gera- 
den ai ans, weil in dieser die Werthe 
von u gerade um den Index 2iA’' der imaginären Periode grösser 
sind, als in den eiibsprechenden Puncten der Geraden cg, so sind 
die Strecken, auf welchen die Fmiclign sin am u gleiche reelle 
Werthe erhält, folgentle: 


d- 




— t^ 








-T7 


sin am u geht von 

oo 

hh — auf 

k 

ns 

und 

WS 

•» $f f* 

1 

k 

,. 1 

sd 

«t 

sm 

»• »» »» 

1 

,. 0 „ 

de 

> 

f» 

de 

»> »» »» 

0 

- 1 


tf 

9f 

*1 »t »» 

— 1 

1 

” . * ” 

ft 

»* 

kt 

t* f* »* 

1 

J 

„ oo „ 

th 


t/v. 
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Mau sidil liieraus zugleich, dass in den vier Puncteii d {u = K, 
sin am u = 1), f [u = 3A", sin nm u = — 1), s (« = A' -f lA", 

sin am u = *) und l (« = 3A -f- lA", sin om m = — i) je 
zwei entsprechende I'uim te ziisaninienfalleii. woraus man noch den 


Kig. a-j. 


> 


__ 4 -. 




Schluss ziehen kann, dass jede zwei 
eiitsprecln-nde PuiicAe so liegen müs- 
sen, dass ihre Verhindungslinie durch 
einen der zwei Puncle. s oder /, hin- 
durchgehl und von ilim halbirl wird. 

Es hat keine Scliwierigkeit, diese 
Uetrachlwngen auch auf cos am u und 
^ am u auszndehnen, was hier je- 
doch idehl ausgeführt wcrdi-u scdl: 
z\i bemerken ist nur, was schon § 8. 
S. 24 angegehen wurde, dass hei 
cos am ü die einfachslen Perioden 4A^ 
und 2Ä' -f 2fA ' und hei z# am u 2Ä' und 4iA ' sind. Daher sidd 
alle M'erihe von cos am u in dem Paralh-Iogramin varr (Kig. 32) 
lind alle Werthe von /J am u in dem nechleck oa'a"b' entliallen. 
Ausserdem ist dahei zu herücksichtigen , dass abgesehen von den 
Perioden auch 

cos am (4A' — « = ros um u, z/ om (2A' — u) — /d am u 






^ e f i 


ist. 


Vorstehendes möge'zii dem dop|ielten Zwecke, der hier vor- 
lag, genügen. Es kam zuerst darauf an , die Schwierigkeiten zu _ 
entfernen, welche die Detinilion der elliptischen Function als l'in- 
kehrung des elliplischen Inlegi'als unzweifelhaft darhietet, sobald 
mau nicht complexe Integrale mit in Hetracht zieht*). Es ist ge- 
zeigt worden, dass Integrale algebraischer l'unctioneii. wenn man 
die Variable ni<4it bloss alle reellen, sondern auch alle möglichen 
stetig aufeinander folgenden coinjilexen XVerthe zwischen zwei he- 
stiinmtcn llrenzen durchlaufen l.ässt, nnendlich viele verschiedene ' 
Werthe annehinen und durch ihre Umkehrung periodische Kniic- 
tioncii erzeugen können ; ferner, da.ss man mit Hülfe der geo- 


*) Vgl. lUc erste Note nnf 8. 4. 
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iii%tri.s('heii Darsli'lliuig der iniagiiiämi (irössrn diti' (l(Millich(‘ Vor- 
sti'llung von der dop|ifltcn Perindicilät und von «lein l'eliergange 
vom lleidlen znm Imaginären gi'vvinneii kann. Die zweite Ali- 
sirlil. die den in «|eni letzten .Misriinilte angestellteii lietrarlitun- 
gen zum liriinde lag. ging dahin, an! die grosse Uedenlniig hin- 
zuweiseii, wclilie «lie Einfiihrimg comiilexer Varialden auf die 
Theorie der Funelioncn üherhnii|il, b«.-sondei's der elliptischen und 
Ahel’scheii Functionen hat. Es mag nun für das weitere Stu- 
dium zunächst der elliptischen Functionen von diesem Cesichts- 
puncte aus auf die schon erw ähnte Schrift von 11 r i o l und 11 o u - 
(]uct verwiesen werden. 


I 
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Bcrichtifjungen. 


8. 24. Z. 5. V. u. statt 2iA' lios 2*A". 

S. 46. Z. 11 „ i nn<l + ^ lies + 30 unil + <X. 

8. 1 17. Z. 3 und 4 v. n. statt sin e, sin $ ,, sin a sin 
8. 144. Uebcrschrift ,, Abaclm. X Abscbn. XI. 

S. 191. Z. 2 „ « „ tt. 

8. 216. Z. 12. Hinter ,, Ans diesen*' Hes .^und ilhnlichon**. 

U «u 4A 7A nu ^ AA ^ 

8, 221. Z. 2. statt (l-|-2y ) lies 2A' 

2A — I 

8. 245. Z. 8. ln 1 -{> </ ist das Mintisr.cicben nicht atisgodruckt. 

8. 328. Z. 14 V. o. statt 2^* lies 

8. 366. Z. 5 V. n. Die Oleicbunfr .4 — ff ^ C — f) = 0 folpt eigent- 
lich schon aus den Formeln (7) 8. 364; die im Text mitge- 
theiltc Ableitung gilt aber zugleich für den Fall, dass an die 
Stelle der paarweise gleichen und entgegengesetzten ürösson 
. l I 

-J- I, — li + irgend vier beliebige Grössen treten. 


AOJ 
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